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0.1 Laskuharjoitukset

Laskuharjoituksien aika ja paikka sovitaan viikon kuluttua.
Harjoitukset pitda DI Vesa Siivola (mailto:vesa.siivola@hut.fi).

Tehtavat laitetaan edellisend perjantaina nahtaville osoitteeseen
http://www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.281 /laskarit.html.
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3. MATEMAATTISIA PERUSTEITA

3.1 Todennikoisyyslasku
Peruskasitteitd

Todenn&kaisyysavaruus (probability space):

Tapahtuma-avaruus €2 — diskreetti tai jatkuva

Todennakaoisyysfunktio P

Kaikilla tapahtuma-avaruuden pisteilld A on todenndkdisyys: 0 < P(A) <1

Todenndkdisyysmassa koko avaruudessa on » , P(A) =1



3.2 Ehdollinen todenndkaoisyys

A= asiaintila jonka todennikdisyyden haluamme selvittaa
B= meilla oleva ennakkotieto tilanteesta, ts. tahadn asti tapahtunutta

Ehdollinen todennikdisyys, A:n todenndkaisyys ehdolla B:

P(A, B)

PUAIB) = 5



3.3 Riippumattomuus

Kaksi tapahtumaa on tilastollisesti riippumattomia, jos niiden yhteinen to-
dennakdisyys on sama kuin niiden erikseen tarkasteltujen todennadkdisyyksien
tulo:

P(A,B) = P(A)P(B) (2)

Sama ilmaistuna toisin: se ettd saamme lisdtiedon B ei vaikuta kasitykseemme
A:n todennakdisyydesta, eli:

P(A) = P(A|B)

Tama voidaan johtaa hyodyntden em. ehdollisen todenndkdisyyden kaavaa:

P(A, B)

PUAIB) = =555

(3)



Kausaalisuudesta ja riippuvudesta

Huom: tilastollinen riippuvuus # kausaalinen riippuvuus!

Esim. jaatelon syonnin ja hukkumiskuolemien valilla voisi olla havaittavissa
tilastollinen riippuvuus:

P('henkild X hukkuu tandan’,’henkild X on syonyt tandan jaatelod’) >
P('henkild X hukkuu tandan’)P('henkild X on syonyt tandan jaatelod’)

Todennakaisyydet voisivat olla:

P(hukkuu tanddn’) = 0.001
P('hukkuu tan3dan’|'syonyt téanadan jaateloa’) = 0.001
P('syonyt tdndan jaatelod’) = 0.1



Ehdollinen riippumattomuus

P(A, B|C) = P(A|C)P(B|C) (4)

A ja B ovat riippumattomia ehdolla C' mikali on niin ettd jos jo tieddmme
C'n, tieto A:sta ei anna mitdan lisitietoa B:std (ja pdinvastoin).

Edellisessa esimerkissa yhteinen kausaalinen tekija on ehka lammin kesasaa:
P('hukkuu tandan’,'sydnyt tanaan jaitel6a’|'tandan lammin ilma’) =
P('hukkuu tdndan'|'tdndan lammin ilma’)P('syonyt tinddn jaatelod’|'tanaan
lammin ilma’)

Todennakoisyydet voisivat olla:

P("hukkuu tandan’,’syonyt tanaan jaateload’|'tanaan lammin ilma’) = 0.001
P('hukkuu tdndan'|'tdndan lammin ilma’) = 0.001
P('syonyt tandan jaatelod’|'tdnadn lammin ilma’) = 1.0




3.4 Bayesin kaava
Paljon kaytetty Bayesin kaava perustuu ajatukseen siitd, ettd koska kahden

tapahtuman yhdessa esiintymisessa ei ole kyse kausaalisesta riippuvuudesta,
tapahtumien jarjestysta voidaan vaihtaa:

P(A,B) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A) (5)
Eli P(B|A) voidaan laskea P(A|B):n avulla.

P(A,B) P(B)P(A|B)

PER =" = P




Thomas Bayes 1702-1761

T. Bayes. An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances.

Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 53, pp. 370-418,
1763.

“l now send you an essay which | have found among the papers of our
deceased friend Mr Bayes, and which, in my opinion, has great merit...”
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Todennakoisimman tapahtuman madrittely

Jos A = lahtétilanne, joka ei muutu (esim. jo tapahtuneet asiat), ja halu-
amme ainoastaan tietdd, mika tulevista tapahtumista B on todennakaisin,
P(A) on normalisointitekija joka voidaan jattaa huomiotta:

P(B)P(A|B)

arg max P(B|A) = arg max PA)

= argmax P(B)P(A|B) (7)
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Useampia kuin yksi ehto Bayesin kaavassa

P(A) voidaan myos laskea useamman ehdon yhdistelmana:
P(A) =3, P(A|B)P(B;)

Kannattaa huomata, ettd kaikille i # j: B;N B; = ()
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3.5 Satunnaismuuttuja

Periaate: satunnaismuuttuja on se asia, josta ollaan kiinnostuneita, ja joka
kussakin kokeessa saa jonkin arvon.
e Jatkuva-arvoinen satunnaismuuttuja: X : 2 => R", jossa R on reaalilul

jen joukko ja m on avaruuden dimensio. Jos n > 1 puhutaan myés sat-
unnaisvektorista.

e Diskreetti satunnaismuutuja: X : €2 => S, jossa S on numeroituva
R:n osajoukko.

e Indikaattorimuuttuja: X : 2 => 0, 1.

Todennakdisyysjakauma probability mass function pmf p(z) kertoo miten to-
denndkdisyysmassa jakautuu satunnaismuuttujan eri arvojen kesken. Jakau-
man massa aina = 1 (muussa tapauksessa ei ole tn-jakauma).
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3.6 Odotusarvo ja varianssi

Odotusarvolle E(X) =" ap(x)
(diskreetissa tapauksessa; jatkuvassa tapauksessa summan korvaa integraali)

Ts. odotusarvo on keskiarvo kussakin naytteessd (kokeessa) saadun satun-
naismuuttujan arvon yli.

Varianssi kuvaa muuttujan arvon vaihtelua keskiarvon ymparilla:

Var(X) = E((X - E(X))?)
= B(X?) - E*(X)
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3.7 Yhteisjakauma
Yhteistodenndkoisyys

P(X,Y) = kahden tapahtuman tai vaitteen yhteistodennikdisyys, ts. ettd
molemmat toteutuvat (esim. X=jonain tiettynd ajanhetkenad kuultu sanan-
muoto on 'siitd’ ja Y=samana ajanhetkend kuullun sanan sanaluokka on
'NOM".)

Luetaan: X ja Y

Yhteistodenndkoisyysjakauma

p(x,y) = kahden satunnaismuuttujan yhteisjakauma. Kuvaa x:n ja y:n kunkin
arvokombinaation todenndkoisyydet.
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Kaavoja kootusti:
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>, (@, y)

px(2)py (y)

p(z.y)
py (y)

p(@)p(ylz)p(z|z, y)p(w|z, y, 2)

Yhteisjakauma (8

Reunajakauma (9

Ehdollinen jakaum§l11

)
)
Riippumattomuus (10)
)
Ketjusaanto (12)
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3.8 P:n laskeminen

e Yleisesti P on tuntematon, ja estimoitava datasta, tyypillisesti erilais-
ten tapahtumien frekvensseja laskemalla.

e Koko todennakdisyysjakauman estimoinnin sijaan on mahdollista
kayttaa parametrisia malleja todennakoisyysjakaumille:
talloin estimoidaan vain jakauman parametrit.

e Bayeslaisessa estimoinnissa datan lisaksi huomioidaan prioritieto.
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3.9 Esimerkki diskreetistd jakaumasta: Binomijakauma

Notaatio: Jakauma(satunnaismuuttuja; jakauman parametrit)

Satunnaismuuttujalla 2 mahdollista arvoa, onnistuu/ei, tai tarkasteltava om-
inaisuus (esim. tietty sana) joko on tai ei ole ldsn3 jossain tietyssa ndytteessa
(esim. lauseessa).

p = Onnistumistodennakaisyys yksittdisessa kokeessa
r = onnistumisten lukumaara kun kokeita yhteensa n

n!

b(r;n,p) = mpr(l —p)" " jossa 0 <r <mn (13)

Odotusarvo: np, varianssi: np(1 — p)

Oletus: riippumattomat kokeet. Kieleen sovellettaessa kuitenkin edellinen ja
seuraava lause yleensa riippuvat toisistaan (samoin sanat), joten kokeet eivat
ole todella riippumattomia.
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Binomijakauman kuvaajaesimerkkeja

matlab-koodi:

>n = 10; p=0.7; for r = O0:n

> binomi(r+1) =
factorial(n) / (factorial(n-r)*factorial(r))x*

(p .~ )*x((1-p) .~ (n-1));

end

> x = 1:n+1; plot(x-1,binomi(x))

19
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Muita diskreetteja jakaumia

Multinomijakauma: Binomijakauman yleistys kun lopputuloksia voi olla
useampi kuin kaksi.

Poisson-jakauma: Kiintean kokoinen tapahtumaikkuna, jossa jakauma uvaa
tietyn, tutkittavan, asian tapahtumis- tai esiintymislukumaaran todennakaisyy
Satunnaismuuttuja = on siis tapahtumien lukumaara tietyssa aikaikkunassa
(tai jollakin matkalla, jollakin pinta-alalla tms.)

b(rym) = —e ™ (14)

Parametri on n:n ja p:n tulo (n x p). Jakauman varianssi ja keskiarvo on m
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Poisson-jakauman sovellus

Tietyssa suuressa populaatiossa tiedetaan aiemmin olleen 4 prosenttia erdan
kielen taitajia. Nykyistd tilannetta selvitettdessa valittiin populaatiosta sat-
unnaisesti 200 henkiléa. Milla todennakoisyydella 200 valitun joukossa on
korkeintaan viisi k.o. kieltd osaavaa, jos populaatiossa osaajia on edelleen
tuo 4 prosenttia.

Poisson-jakaumalla paastdan kohtuulliseen likiarvoon. Nyt n x p = 200 x
0.04 = 8.

P(X <5) = 25: e =0.191 (15)

23



Normaalijakauma (gaussinen jakauma)

Maiiritelty, jos tunnetaan keskiarvo i ja varianssi 02 :

ola—)2/20”

1
N(SC;/,L,O’) = \/W

Yleisesti: todennakdisyysjakauma voi olla mika tahansa funktio jonka inte-
graali = 1 valilla [0, 1]
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Normaalijakauman kuvaaja

Vastaava matlab-koodi:
>x =-4:..1:4;

>y = 1/(sqrt (2*pi))*exp(-(x.72)/2);
> plot(x, y);
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3.10 Bayesldisesta tilastotieteesta

Tahan asti on tarkasteltu todennakoisyytta frekventistisestd nakokulmasta.

Bayesldinen tulkinta: todennakaisyys kuvastaa uskomuksen astetta. Bayesldise:
mallinnuksessa myos prioritieto eli uskomukset ennen datan nakemista ilmais-
taan eksplisiittisesti.

Esimerkki 1: ainutkertaiset tapahtumat

Mika on todenndkdisyys sille ettd maailmankaikkeus loppuu huomenna?

Frekventisti: ei vastausta, koska koetta ei voi toistaa N kertaa.
Bayesldinen: subjektiivinen todennikaisyys (uskomus) on olemassa.

Esimerkki 2: taskussani olevien kolikoiden rahallinen arvo

Arvo on jokin tasmallinen luku, mutta tietoni siita ovat vajavaiset. Uskomuk-
seni: Arvo on varmasti positiivinen, ja lahes varmasti alle 20 euroa.
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3.11 Bayesldinen paitosteoria

Optimaalinen tapa mallin (teorian) valintaan: valitaan malli (teoria), joka
uskottavimmin selittda jonkin havaintojoukon.

Ts. maksimoidaan mallin todennakdisyys kun tunnetaan data ts. mallin pos-
terioritodennikdisyys: P(Malli|data)

Esimerkki 1: Mallin parametrien valinta

Kolikonheitto. Olkoon malli M,, joka sanoo P(kruuna) = m,0 < m < 1.
Olkoon s jokin heittojono jossa ¢ kruunaa, j klaavaa.

P(s|M,,) = m'(1 —m)’ (16)

Frekventistinen nakdkulma: valitaan malli joka maksimoi datan
todennakaisyyden (MLE, maximum likelihood estimate):

argmax P(s|M,,) (17)
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Havainnot: 10 heittoa joista 8 kruunaa.

Frekventistinen ldhestymistapa (MLE): m = ﬁ =0.8

Bayesldinen |ahestymistapa: kolikkoa tarkastelemalla nayttaisi siltd ettd ko-
likko on tasapainoinen, siis dataa katsomatta vaikuttaisi todennakoiselta etta
m = 1/2 tai niilla main. Tdma uskomus voidaan liittdad malliin priorijakau-
mana mallien yli.
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Valitaan prioriuskomuksiamme kuvastava priorijakauma

Erds sopiva priorijakauma olisi gaussinen jakauma jonka keskipiste (ja si-
is maksimi) on 1/2:ssa. Valitaan kuitenkin prioriksi polynominen jakauma,
jonka keskipiste (korkein kohta) 1/2 ja pinta-ala 0 ja 1 valilla on 1:

p(M,,) = 6m(1 —m)

Posterioritodennakoisyys Bayeslaisessa lahestymistavassa:
_ P(s|Myn) P(Mrm)
P(Mnls) =="FG5—
m?(1—m)J x6m(1—m)
P(s)

jossa P(s) on datan prioritodennikdisyys. Oletetaan, ettei se riipu mallista
M, joten voidaan jattda huomiotta mallia valittaessa.

Maksimoidaan osoittaja etsimalla derivaatan nollakohta m:n suhteen, kun
t=~8jaj=2 Tamaon

argmax P(M,y,|s) = g (18)
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Mallin estimointi on-line

Aloitetaan pelkalla priorimallilla, ja aina uuden havainnon tultua paivitetaan
malli posteriorimalliksi; ns. MAP (Maximum A Posteriori) -estimointi).

Taustaoletus: perakkaiset havainnot ovat riippumattomia.
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Esimerkki 2: Teorioiden tai malliperheiden vertailu

Havainnot: joukko aidan takaa kuultuja “kruuna” ja “klaava”- sanoja.

Malli/Teoria M 1(6): joku heittda yhta kolikkoa, joka saattaa olla painotettu,
ja mallin vapaa parametri # on painotuksen voimakkuus.

Malli/teoria M2: joku heittdad kahta tasapainoista kolikkoa, ja sanoo “kru-
una” jos molemmat kolikot ovat kruunuja, ja “klaava” muuten. Mallin M2
mukaan heittojonon, jossa on i kruunaa ja j klaavaa todenndkaisyys on siis:

P(data|M2) = (3)/(;)

Tehd3an oletus: molemmat teoriat/mallit yhtd todenndkaisia a priori (ts.
ennen kuin on saatu yhtdan havaintoa): P(M1) = P(M2) = 0.5
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Bayesin kaavasta:

P(data|M1)P(M1)
P(data)

P(data|M2)P(M2)

P(M1ldata) = P(data)

P(M2|data) =

Halutaan selvittda kumpi malleista on uskottavampi. Lasketaan niiden uskot-
tavuuksien valinen suhde:

P(M1|data)  P(data|M1)P(M1)
P(M2|data)  P(data|M2)P(M?2)

Jos suhdeluku on > 1, valitaan malli M1, jos < 1, malli M2

(Vastaukset eri heittosarjoilla: taulukko 2.1 kirjan sivulla 58)
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3.12 Shannonin informaatioteoria

33

Claude Shannon, 1948 (“A Mathematical Theory of Communication”)

Tavoitteena maksimoida informaation siirtonopeus kohinaisella kom-
munikaatikanavalla

Teoreettinen maksimi datan pakkaamiselle = Entropia H

Kanavan kapasiteetti C': jos kapasiteettia ei ylitetd, virheiden
todenndkoisyys saadaan niin alhaiseksi kuin halutaan.

Nykyiset tiedonpakkausmenetelmat hyodyntavat naita teoreettisia tu-
loksia.



Entropia

Olkoon p(x) satunnaismuuttujan X jakauma diskreetin symbolijoukon (aakkos
ton) A yli:
p(r)=P(X =2x),z€ A

H(p) = == plx)log, px (19)

TEA

(Maaritelladn 0log0 = 0).

Entropia ilmaistaan tavallisesti biteissd (kaksikantainen logaritmi),
mutta muunkantaiset logaritmit yhta lailla ok.

Jos symbolijoukko on tasajakautunut, entropia on maksimissaan.
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Esimerkki: 8-sivuisen nopan heittaminen, kommunikoitava yksittdisen heiton
tulos.

H(X) = Zz L p(i)log p(i) = =30, log
—log 3 = log8 = 3bittia

Patee yleisesti: jos viestin todenn&kdisyys on p(i), sen
optimaalinen koodinpituus on — log p(7) bittia.

Vaihtoehtoinen kirjoitustapa entropian kaavalle:

H(X) == ,cap(@)logp(z) =3, cp(z)log ﬁ

= F(log ﬁ)

ts. entropia = optimaalisen koodinpituuden odotusarvo, eli montako bittia
keskimaarin on kaytettava yhden viestin valittamiseen.
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Yhteisentropia ja ehdollinen entropia

Kahden muuttujan X ja Y (aakkostot A ja B) yhteisentropia, eli paljonko
informaatiota keskimaarin tarvitaan kummankin arvon kommunikointiin:

H(X,Y)==>"> plz,y)logp(X,Y) (20)

r€A yeB

Ehdollinen entropia: Jos X on jo kommunikoitu, paljonko lisdinformaatiota
keskimaarin tarvitaan Y:n kommunikoimiseen:

HY|X)  =Y,c.p@HY|X =2) (21)
= = Yuea Xyen P, y) log plyl2) (22)
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Entropian ketjusaanto: H(X,Y) = H(X) + H(Y|X)

Erikoistapaus: Jos muuttujat riippumattomia toisistaan, kumpikin voidaan
kommunikoida erikseen ja laskea koodinpituudet yhteen:
HX,)Y)=H(X)+ H(Y)

Vrt. todennikoisyyksien ketjusdantd P(X,Y) = P(X)P(Y|X)
ja riipumattomille muuttujille P(X.Y) = P(X)P(Y).

Yhteisinformaatio (Mutual Information, MI)

Yhteisinformaatio I muuttujien X ja Y valilla on

[(X;Y) = H(X) - HX|Y) = HY) — HY|X) (23)
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Kohinainen kanava-malli

Bindarinen kommunikointikanava, lahetetdan 1 tai 0.
p = todennakaisyys jolla kanavalla lahetetty bitti kdantyy painvastaiseksi.

Kanavan kapasiteetti C' on tall6in:

C=maxI(X;Y)=1-H
max [(X;Y) (p)

(24)

(kaavan johto kirjassa)

Relevanssi kielen mallintamisessa

Dekoodausongelmina voidaan tarkastella esimerkiksi
e konekaannosta

e merkkien tunnistusta (OCR)

e puheentunnistusta
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3.13 Minimum Description Length (MDL) -periaate
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Lahestymistapa mallin valintaan
Rissanen et. al.

Tavoite: pyritaan |oytamaan datalle sellainen koodi ettd koko data-
joukon koodauspituus minimoituu

Koodinpituus = mallin kuvauspituus + datan kuvauspituus mallin avul-
la koodattuna + virheiden koodauspituus

Koodinpituutta (todellista tai laskennallista) kdytetaan kustannusfunk-
tiona mallia optimoitaessa

Teoreettinen alaraja koodinpituudelle: entropia

Suora yhteys myos Bayesldiseen mallinnukseen
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