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1. Euklidinen etéisyys (eli Ly-normi)

Euklidinen etiisyys vektorin x = [z1 2. .. 2,] jay = [y1 y2 - . . y,] valilla maaritelldan

Fuc(x,y) =

Lasketaan euklidinen etéisyys esimerkin vuoksi Tintuksen ja Korvaladkkeen valilla:

Euc(Ti, Ko) = /(0—10)24(0—6)2+(5—2)2+ (1 —1)2 + (4 — 0)2
= 127

FEuc(Ko,Te) = 9.9

Fuc(Ti,Te) = 5.1

Li-normi

Ly-normin mukainen etéisyys madaritellaan

n

Li(x,y) = Z |z — yil (2)

i=1
Lasketaan etaisyydet:
Li(Ti,Ko) = |0—10[+]0—=6]+1|5—2|+ |1 —1|+ |4 —0|
= 23.0

L(Ko,Te) = 17.0
Li(Ti,Te) = 10.0

Kosini

Kosini onkin sitten hieman erilainen tapaus, se on samankaltaisuusmitta. Se mééri-
telladn vaikkapa
n
Zi:l TilYi

o0 y) = \/21‘1—1 7 \/ET'L—I y;

(3)



‘raikas hapokas makea hedelméinen pehmeé

Tintus 0 0 0.50 0.10 0.40
Korvalagke | 0.53 0.32 0.11 0.05 0
Termiitti 0.07 0.29 0.21 0.21 0.21

Taulukko 1: ML-estimaatti sanatodennakoisyyksille

Lasketaan etaisyydet:
0-10+0-64+5-241-14+4-0

V52 + 1+ 42102 + 62 + 22 + 12
0.14

cos(Ko,Te) = 0.55
cos(Ti,Te) = 0.70

cos(Ti, Ko) =

Téssa siis suurempi luku vastaa suurempaa samankaltaisuutta ja etédisyydet / saman-
kaltaisuudet ovat samassa jéarjestyksessa kuin edelldkin.

Informaatiosade

Informaatioséteen laskemista varten muodostetaan suurimman uskottavuuden esti-
maatit sille, ettd seuraava lahteen [; (Tintus, Korvalddke, Termiitti) tuottama tun-
nettu sana on w;. Tama voidaan laskea jakamalla jokainen annetun matriisin rivin
alkio rivin alkioiden summalla (Taulukko 1). Méaritellaan vield, etta

0
Olog— =0, Vz e R
x

Informaatiosdde voidaan laskea kaavasta
p + q p + q
D(pl| ) + D(q||=—5—)

Irad(p,q) =
- sz log Pitqi +q + Zqz log pz+Qz

Lasketaan informaatioside annetuille lahteilla:

2-0 2-0 2-0.50 2-0.10
Irad(Ti, K = 0-1 0-1 0.50 - 1o 0.10 -1
rad(T, Ko) %5053 0 %03 T %061 T 7015
2-0.40 2-0.53 2-0.32
40 -1 .03 -1 2-1
+0.40 - log . + 0.53 - log 053 +0.32 - log 032
2-0.11 2-0.05 2-0
A1-1 1 log ——
+0 og + 0.05 - log 015 +0- g040
= 1.5
Irad(Ko,Te) = 0.6

Irad(Ti,Te) = 0.5



Huomataan, ettd kaikki mitat asettavat ldakeet asettavat lddkkeet samankaltaisuuk-
sin mukaan samaan jarjestykseen: Tintus ja Termiitti ovat samankaltaisimmat, Tin-
tus ja Korvaldike erilaisimmat.

KL-divergenssi

KL-divergenssin maéritelméastd voimme suoraan ndhdd muutaman siihen liittyvan

ongelman:
p | |q Z Pi log

KL-divergenssi ei ole symmetrinen, vaan pltalsl aina paattda kumpi ladke on re-
ferenssilddke, mihin toista verrataan. Toinen ongelma on siind, ettd jos referenssi-
ladkkeelld on nollatodennédkoisyys jossain, misséa vertailtava ladke ei ole nolla, niin
KL-divergenssi menee dédrettomyyksiin.

. Kullback-Leibler —divergenssi

KL-divergenssin maaritelma on

p||q szlog

Etsitdén jakauma, joka minimoi KL-divergenssin. Lisdtdan Lagrange-kerroin A\ pi-
taméadn huolta siitéd, ettd p pysyy todennékéisyysjakaumana (eli > . p; = 1) ja Ao

q:lle.
Di
E = D(pllg) + A(1 - sz) = Zpi logg + (1 - sz) + Aol — Z%)

Merkitaan osittaisderivaatta p;:n suhteen nollaksi:

OF 1 1
Op;

Pi
T

= logp; —logg;+1—X1 =0

Ratkaistaan p;:
pi = gq-e!

Lasketaan osittaisderivaatta A; suhteen:

OE



Samanlainen tulos saadaan Ao:lle ja g;:lle. Koska seké ¢:n ettd p:n tulee siis summatua
yhteen, saamme

Di = @q;

Toisen asteen derivaattoja tarkastelemalla voimme vield varmistua siitda ettd tama
todellakin on minimi eikd maksimi:

E B 1 50
OpiOp; Di
0°FE

=0
Op;Op;

Jos sijoitamme KL-divergenssin kaavaan ¢; = p; saamme divergenssiksi nolla. Eli
KL-divergenssi on nolla jos ja vain jos jakaumat q ja p ovat samoja.

Informaatiosade

Informaatiosateen maaritelma on

P+q

IRad(p,q) = D(p|[ %) + D(gl P10

Laskimme juuri, ettd KL-divergenssi on nolla, kun jakaumat ovat samat ja muuten
tatd enemman. Informaatiosidteen tapauksessa nolladivergenssiin siis paastadan myos
vain kun ¢; = p;:

Di
I Rad(p, q sz log S0 +p + sz log 57 pin =0

Ehto on siis sama kuin KL-dlvergenssﬂla

Li-normi

L{-normin maéritelméa on
9) = |pi — al

Taméahan on selvisti pienimmillddn nolla. Se tapahtuu kun ¢; = p;.

Huomataan siis, ettd kaikki mitat antavat nollaetdisyyden samalla ehdolla: jakaumien
on oltava samat.

. Kullback-Leibler —divergenssi
Katsotaan vield KL-divergenssin méaéritelmaé:

D(pllq) = szlog—

Huomataan, ettd jos ¢; = 0 kun p; # 0, saadaan etaisyydeksi co.

4



Informaatiosade

Kirjoitetaan informaatiositeen maéritelma auki:

IRad(p,q) = D(pl| %) + D(al 22-Y) szlog

Di 2q;

+ > gilog
+ g Z Di + 4
Intuition avulla arvataan sopivaksi jakaumaksi sellainen, missa jakaumat sijaitsevat

taysin eri alueilla:

josp; >0=¢q; =0
josq; >0=p; =0

Sijoitetaan téllaiset jakaumat informaatiosidteen lausekkeeseen:
IRad(p,q) = sz‘ log . + Z q; log W
= logQZpi —|—log22qi = 2log?2

Huomataan, ettd ehdot tayttdvd jakauma antaa suurimman etdisyyden. Todistus
siitd, ettd 2log2 on suurin mahdollinen informaatiosidde ja ettd yllaarvatut ehdot
vaaditaan tdmaéan etédisyyden saavuttamiseksi olisi sitten jonkin verran hankalampi.

Li{-normi

L{-normin maaritelméhéin oli
9) = Ipi— al

Intuitiollahan voisi jo paatelld, ettd vastaus on sama kuin informaatioséteen tapauk-
sessa, mutta yritetddn perustella asiaa vield matemaattisesti. Jaetaan alkeistapaukset
I kahteen osaan. Osassa j € I on tapaukset, joissa p; > ¢; ja osassa k € I tapaukset,
joissa qi > pg. Kirjoitetaan itseisarvot auki:

Li(p,q) = Z(p]—qj +Z k. — Pr)
- Zp] ZPK+ZQK_ZC]]

Koska todennékoisyydet ovat p081t11V1ssa ja summautuvat 1:een, suurin etdisyys saa-
daan kun

josp; >0=¢q; =0
josq; >0=p; =0



eli etédisyys on

Li(p.q) = ZpﬁZqi =2

Y hteenveto

Informaatiosdteen ja Li-normin tapauksessa kahden todennikoisyysjakauman vali-
sen suurimman etaisyyden saavuttamiseen vaaditaan samat ehdot. Sen sijaan KL-
divergenssi menee ddrettomyyksiin jo, kun vertailujakauma ¢ on nolla jossain misséa
p ei ole nolla.



