T-61.281 Luonnollisen kielen tilastollinen kisittely
Vastaukset 6, ti 2.3.2004, 8:30-10:00 Markov-ketjut ja kitketyt Markov-mallit, Versio 1.0

1. a) Kuvaan 1 on piirretty Turun séétila Markov-ketjuna.
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Kuva 1: Saitila Markov-ketjuna

b) Lasketaan tilasekvenssin S = (S3, 53, 51, 51, 51) todennékoisyys kun tiedetéén,
ettd lahdetaédn tilasta S;. Haluamme siis laskea todennakoisyytta

PS|q=252) = Pla= 37612 S2,q3 = S1,q4 = S1,q5 = S1 | o = S2)
= P(Ql S3 | go=S2) - P(g2= 52| o = S2,q1 = S3)
P(qs = 51| qo = S2,q1 = S3,q2 = S2)
P(qs= 51| qo = 52,1 = S3,q2 = S2,q3 = 1)
P(gs = S1 | qo = S2,q1 = S3,q2 = S2,q3 = S1,q4 = S1)

A

Ensimmaéisen rivin todenndkdisyys on jaettu tassa kiayttden monta kertaa todenné-
koisyyslaskun kaavaa P(A, B|C) = P(A|C) - P(B|A,C).

Sovelletaan ylldolevaan kaavaan Markov-oletusta, ettd nykyinen tila riippuu vain
edellisesté tilasta, muttei sitd aikaisemmista:

P<S‘(10:S2) = P<Q1253|QO:S2)'P<Q2252|(J1253)
P(Qszsl|(J2:52)'P(Q4:51|Q3:51)
P(gs =511 q=51)



Téama vastaa taulukoituja kertoimia a;;:

P(S|(J0252) = Q23 °0A32 021 - G11 * A11
= (0.1-0.3-04-0.8-0.8
0.0077

c¢) Oletusarvo sille, kuinka kauan tilassa pysytdan on

E(z) = / vP(x)dx

1 —ay;

Aurinkoisen péaivan tapauksessa a;; = 0.8 eli saadaan % = 4 paivad. Tamé siis
oli oletusarvo sille, kuinka kauan tilassa pysytédan, eli mehén olimme ensimméisené

paivana jo valmiiksi aurinkoisessa tilassa ja lopullinen vastaus on 4 + 1 = 5 paivaa.

2. a) Téssé tehtdvissé siis halutaa laskea tilan S; todennékoisyys kolmantena péaivana
kun tiedetddn, ettd lahtopaivana oli aurinkoista ja seuraavan kolmen péaivan l&mpo-
tilat X = (21, x9,23) = (7°C, 3°C, —8°C'). Merkitaén kaikkia malliin liittyvid para-
metreja A = {A, b;(x)}.

P(gs = S; | qo = S1, 1, 72,73, A)
P(gq3 = Si, w1, 22,03 | go = S1, A)
P(z1, 22,73 | o = S1,A)
P(gqs = Si, 1,22, 23 | go = S1, A)
E?Zl P(q3 = S}, T1, o, T3 | o = S1,A)

Ylldolevan yhtéalon pyorittamiseen kaytettiin ensiksi todennékoisyyslaskun kaavaa
P(A|B,C) = %. Sitten huomattiin ettd P(A) = > 5 P(A, B). Edellisen yh-
tallon nimittajassa ja osoittajassa on samankaltainen termi. Kevennetdédn hieman

merkintdjé ja esitetdén sama asia funktion «4(i) avulla:

O[g(’i)

31 ()

P(Q:s =5 | qo = 5173717372,5537)\)

Tarkastellaanpa, miten tamé eteenpéin-todennékoisyys oy (i) oikein voidaan laskea.
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Lahtopaiva
Tiedetéddn, etta lahtopaivana oli aurinkoista, joten voi-
daan asettaa

Ozo(]_) =
ap(2)
Oéo(?)) =

I
o o~

Ensimmainen paiva

Edellisené péaivana oli aurinkoista ja ténaén on 7°C' as-
tetta lamminta. Lasketaan kullekin tilalle transitioto-
dennékoisyydet aurinkoisesta ja kerrotaan ne emissio-
todennékoisyyksilla, kun x; > 5°C.

041(1) = Qi1 b1<.§lf Z 500) =0.8-0.15=0.120
a1(2) = Qa2 - bg([L‘ Z 500) =0.15-0.2=0.030
041(3) = ai3- b3<.§lf > 500) = 0.05-0.3 =0.015

Toinen paiva

Nyt emme tiedd, minkélainen sdé edellisené péivana oi-
keasti oli. Summataan kaikki vaihtoehdot yhteen toden-
nakoisyydelld painotettuna

3
042(]_) = ZOQ aﬂbl 500 S Xz S 500)

= (ozl(l) ca; +a1(2) - as +aq(3) - az)
by (—5°C < x < 5°C)

= (0.8-0.12+40.4-0.034-0.3-0.015) - 0.05

= 5. 625 1073

042<2> = ZOQ a]2b2 -5°C S i S 500)

= (0.15~0.12—|—0.5-0.03+0.3~0.015)~O.7
2625 1072

Oég(?)) = ZOQ CL]3b3 —5°C <z < 500)

(0.05~0.12+0.1-0.03+0.4~o.o15) 0.4
6.000- 1074

1
a) ©
0
a@) ©
0
a®) ©

Eteenpdin-algoritmin  hi-
lan alustus

Hila enstmmdisen paivin
jalkeen

an L 012 5610
‘
'{ -2

a(2) <Z NN 2.6°10
0 NN\

o) 0015 6.0-107"

Hila toisen pdivin jdl-
keen



Kolmas paiva

Jatketaan jo tutulla tavalla eteenpéin. x3 < —5°C.

3
Oég(].) = ZQQ(]) . aﬂbl(—5°C S Xz S 500)
j=1

= (ag(1) a1 + as(2) - ag; + ao(2) - az)
by (z < =5°C)

= (0.8-5.625-107% + 0.4 -2.625 - 10~?
40.3-6.000- 107*) - 0.8

= 1.2144-1072

3
043(2) = ZQQ(]) . ajgbg(—5°C S i S 500)
j=1

= (0.15-5.625-107° +0.5 - 2.625 - 10~?
+0.3-6.000-107%) - 0.1
= 1.4149-107°

3
a3(3) = > aa(j) - ajsbs(—5°C < & < 5°C)
=1

Hila viitmeisend pdaivind

= (0.05-5.625-107% 4+ 0.1-2.652- 102
+0.4-6.000 - 107*) - 0.3
= 9.4387-107*

Nyt olemme saaneet lasketuksi tehtavian ratkaisuun tarvittavat suureet. Sijoitetaan
luvut kaavaan:

as(1
P<QB:SI ‘ qo:Sluxlux%xfiu)\) - ﬁ
=7 3
_ 1.2144 - 1072
© 1.2144- 102+ 1.4149 - 1073 + 9.4387 - 104

= 0.8874

Palatessa on siis 89 % todennékoisyydelld aurinkoista. Samalla tavalla voidaan laskea
pilvisen sdan todennakoisyys 10 % ja sateisen saén todennéakoisyys 1 %.

b) Halusimme vield arvata, miké oli todennékéisin siddsekvenssi poissa ollessamme.
Taman voimme hoitaa Viterbi-algoritmilla, joka on hyvin samankaltainen eteenpéin-
algoritmin kanssa. Nyt vain joka tilassa lasketaan todennakoisyys parhaan reitin kaut-
ta sen sijaan ettd summattaisiin kaikkien reittejen yli.



Viterbi: Lahtopaiva
Alustetaan hila
algoritmissa:

samalla tavalla kuin eteenpéin-

do(1) =
5(2) = 0
50(3) =

Viterbi: Ensimmainen paiva

Paras polku kuhunkin tilaan tulee aurinkoisesta. Lah-
topéivan saahin tiedettiin varmasti, joten muiden saé-
tilojen todennakoisyys on nolla. Merkitddn kuhunkin
tilaan, mistd todenndkoisin polku tulee (1);(i)). Las-
kutoimitukset sindllddn ovat vield aivan samat kuin
eteenpéin-algoritmissakin.

0(1) = an -bi(z>5°C) = 0.8-0.15 = 0.120
01(2) = s bo(z > 5°C) = 0.15- 0.2 = 0.030
01(3) = aw-by(z > 5°C) = 0.05-0.3 = 0.015
(1) = 1
n(2) = 1
vi3) = 1

Viterbi: Toinen paiva

Valitaan tilaan tulevasta reitistd todenndkoisin:
d(l) =

= max (d1(1) - a11,61(2) - ag,01(3) - az)
by (=5°C < x < 5°0)

= max (0.8-0.12,0.4-0.03,0.3 - 0.015)
.0.05

= max (9.6-107%1.2-107%,4.5-107?)
.0.05

= 9.6-107%-0.05=4.8-10""

Po(1) = argmax(di(j) - ajnbi(=5°C <z <5°C))

J
=1

max (51(]) : aﬂbl(—5OC S X S 500))
J

(1) &

0
3(2) °

0
3@3) *
Viterbi-algoritmin
alustus

0.12
a1 1o %

0 \\0.03
3(2) \X
0
%3 ' goe

Viterbi-haku

sen pdaivan jdlkeen

hilan

enstmmai-



92(2)

a(3)

max (51(]) : ajgbg(—5°C S X S 500))
J

max (0.15-0.12,0.5-0.03,0.3 - 0.015)
0.7

max (1.8-107%,1.5-107%,4.5-107%)
0.7

1.8-1072.0.7=1.26-10"2

argmax(01(7) - ajaba(—5°C <2 <5°C))
J
1

max (51(]) : aj3b3<—5oc <z < 500))
J

max (0.05 - 0.12,0.1 - 0.03,0.4 - 0.015)
0.4

max (6.0-107%,3.0-107%,6.0 - 107*)
0.4

6.0-107%.04=24-10"3
argmax(0(j) - a;jzbe(—5°C <2 <5°C))

J

3

-3
0.12 4.8°10
s L %%

3(2) 9\ \ 13410°

0.03

L] - * 73
() 0.015 2.4-10

Hila toisen pdivin jdl-
keen

Laskettaessa 15(3) huomataan, ettd kahdesta paikkaa (tilat 1 ja 3) pédstdén yhtéa
todennakoisesti tilaan 3. Téassd tapauksessa paras paluureitti ratkaistiin arpomalla
naiden kahden valilld ja tulokseksi saatiin 3.

Viterbi: Kolmas paiva

Valitaan tilaan tulevasta reitistd todennéakoisin:

05(1)

s(1)

max (05(j) - ajibi(e < =5°C))

max (d2(1) - ar1, 02(2) - ag, 02(3) - asy)
by (x < =5°C)
max(0.8-4.8-107%,0.4-1.26 - 1072,
0.3-2.4-107%)-0.8

max (3.8-107%,5.0-107°,7.2- 10
0.8

4.0-107°

argmax(da(j) - ajibi(z < 5°C)) = 2

J



03(2)

s(3)

max (02(4) - ajebo(x < =5°C))

max(0.15-4.8-1073,0.5 - 1.26 - 1072,

0.3-24-107%)-0.1

max (7.2-107%,6.3-107%,7.2-107%)

0.1

6.3-1072-0.1=6.3-10"*

argmax(0;(j) - ajobe(r < —5°C)) = 2
J

mjax (02(J) - ajsbs(z < =5°C))

max(0.05-4.8-107%,0.1-1.26 - 1072,

0.4-24-107%)-0.3

max (2.4-107%,1.3-107%,7.2-107%)

0.3

2.16- 1074

argmax(0(j) - ajzbe(r < —5°C)) = 2

J

-3
0.12 4810

1 -3
6(1) ¢ =—+o <o 4.0-10
9 \ - -4
3(2) 03 6.3+10
—4
° e ] -3 .
°3) 0015 24-10" 2210

Viterbi-haun hila vitmei-
sena pavand

Valmiista hilasta voidaan hakea todennikéisin tilasekvenssi: aloitetaan kaikkein to-
dennékoisimmasta lopputilasta ja seurataan nuolia alkuun pain. Nyt siis nayttéisi
siltd, ettd aurinkoisen lahtopéivin jalkeen Turussa on ollut aurinkoista, pilvistéd ja
taasen aurinkoista.

Yhteenveto: mita eroa eteenpéiin-algoritmilla ja Viterbi-haulla

Eteenpéin-algoritmi hakee oikean todenndkoisyyden kullekin tilasekvenssille. Sen avul-

la ei kuitenkaan pysty hakemaan parasta polkua hilasta.

Viterbi-haulla tilatodennéakoisyydet ovat vain approksimaatioita. Taté algorimia kui-
tenkin kéytetdan paljon juuri sen takia, etté silla pysytytdaan 16ytaméaan paras polku.

Laskennallisesti algoritmit ovat yhta raskaita, eteenpéin-algoritmin summaus on vain
Viterbi-haussa vaihtunut maksimoinniksi.



