T-61.281 Luonnollisen kielen tilastollinen kisittely
Vastaukset 2, ti 3.2.2004, 8:30-10:00 — Entropia, himmentyneisyys, kontekstivapaa kieli,
Versio 1.1

1. a) Sijoitetaan entropian kaavaan
Z p OgQ )
reX

tehtdvassa annetut arvot:

3 32 3 16 7 32

H(X) = o5logy 5 + - logy — + 55 logy =
8log28+8log28+410g24
= 2.50 bittid
b) Tehtdvin ratkaisuun tarvitaan todenndkdisyyttd P(S = s) (eli satunnainen

substantiivi on s). Taémé todennékoisyys saadaan tehtdvinannon taulukon oi-
keasta marginaalista. Liséksi tarvitaa todennakoisyytta

P(S =5,V =0)

PV =v|S=s)= PS5 =)

Lahteen entropia, kun tiedetéén, etta edellinen symboli kuului joukkoon S on

H(X;|X;_,€8) = > pls=S)H(V|s=S)

.....

S={"kissa’,’tuuli’, kiipeilija’}

Téamén laskemiseksi meidén pitéé osata laskea ehdollinen entropia H(V|s = 5).
Lasketaan tdma sanalle 'kissa’:

H(V|s="kissa’) = Z p(v = Vs = kissa’) log,(p(v = V|s = 'kissa’) ')
V ="naukaisi’, tuivertaa’,’katosi’
p(s = kissa’,v = V) | P(s = kissa’)
0
V ="naukaisi’, tuivertaa’, katgs = kissa’ ) = p<8 - 7kiSS&’, v= V>
116 3 116 3
= ——logy(8 —1 16
53 1082(875) T 1575 1og>(1675)
2 3 1
= glog2§ + glogQS
Kun sijoitamme jokaista joukon S sanaa vastaavat todenndkoisyydet, saamme
3 2 3 1 1 6 1
H(X;|X;.1€8) = 16<3 log, = 5 + 3 log, 3) + 8<6 log, 6 + = 5 log, — : 6 log, 6)
6 7
log, 7 log, =
16(7 0gy I+ 7 0g26)
= 0.90 bittia

Mika on sitten todennékoisyys, ettd satunnainen sana on 'kissa’ ? Koska molemmat
luokat S ja V ovat yhtd todennékoéiset, tulos on

P(x ="kissa’) = P(r € S)P(S=2) =05 — = —



2.

Huomaamme, ettd a)-kohta on itseasiassa b)-kohdan marginaalijakauma.

Tasta voimme paatelld, ettd kun tunnemme léhteen toiminnan paremmin, sen tuot-
tamat sanat ovat vihemman yllattavia ja voimme koodata ne vihemmalld maaralla
bittejd (0.9 bittid < 2.5 bittia).

a) Kunkin alkeistapauksen todenndkdisyys on 55. Alkeistapauksia on 30. Sijoite-
taan entropian kaavaan:

H(X) = Y p(x) Jlogy s )
zeX
30

1
= ) 25 108:(30)

i=1

= log,(30) ~ 4.91 bittia

b) Sanan, jossa on vain yksi merkki, sanotaan vaikka joukon ensimmaéinen merkki,

todennakdisyys on

1 1
P(S:tl):%%

silld ensimmaisen merkin pitda olla joukon ensimméinen ja sitten pitda tulla
sanavali. Téllaisia sanoja on 29 kappaletta.

Vastaavasti, tietyn kahden merkin pituisen sanan todennakdéisyys on

11 1

Pls=t,t) = 30 30 30

Taillaisia sanoja on 29? kappaletta. Homma jatkuu samalla tavalla useammille
sanoille.

Lasketaan tallaisen ldhteen entropia:

Z p(z 10g2 )

zeX

1
= 29 (

1 1
%)2 log,(30%) + 297 x (%)3 log,(30%) + 29° % (%)4 log, (30%) + ...

1 29 > 20\ 3 29\ 4
- - ((%) -2-1og, (30) + <%) 310, (30) + <%) 4-1og, (30) +>
Clogy(30) (29 o~ (29
29 30+;Z 30

Nyt tarvitaan suluissa olevan summan arvoa. Ratkaistaan annettu sarja seuraavasti:

> iq =g+ 20" + 3¢ + 4¢* + . .. (1)
i=0
Kerrotaan yhtalo ¢:lla.
quqi:q2+2q3+3q4+4q5+... (2)
i=0



3.

Viéhennetddn yhtdlo 2 puolittain yhtalosta 1

1= ig" = g+ +¢"+q"+ ... (3)
=0
N o+ +E+t+
> i = . (4)
i=0 -4

Kerrotaan yhtalo 4 vield kerran ¢:lla

oo 2 3 4 5
i PP+
¢ iq = Ty (5)
=0

Nyt vihennetdén yhtalot 4 ja 5 toisistaan ja saadaan ratkaisu:

-0y i = (6)

l—gq
2l = g ™

Téassé ratkaisussa pitdd viela huomioda, etté jotta yhtdlo 2 voidaan viahentda yhté-
16sta 1, pitda sarjojen olla suppenevia, eli |g| < 1.

Kun tama héassakka sijoitetaan alkuperdiseen ongelmaan, saadaan

10g2<30><_§ % )
29 30 T (1— 2y
1
=1 30)(30 — —
08,(30)(30 - =)
= 147 bittia

Ensi silméayksella tdma tulos saattaa tuntua hammentavilté, eikéd tuloksen pitais olla
sama kuin a)-kohdassa ? Pikainen tarkistuslasku ehkéd hilventdd hieman epéluuloja:
Sanan pituuden oletusarvo on 29, eli entropia per merkki on n. 147/(29 + 1) = 4.90
bittia.

On myo0s syy, miksi tulosten ei pitéisi olla aivan samat: Ensimmainen ldhde voi tuot-
taa sanan, jossa on kaksi vililyontia perdkkéin, kun taas toinen ldhde ei voi annetun
formuloinnin mukaan sitd tuottaa. Téstd johtuen pitéisi toisen ldhteen entropia per
merkki olla hieman alempi.

a) Merkitdén mallin yksi antamaa himmentyneisyyttd Perp;, mallin 2 puolestaan
Perp, ja niin edelleen.

Perp, (’kissa’, 'menee’, ‘puuhun’)

. _1
= Pj(sana;—kissa’, sanap—"menee’, sanag="puuhun’) 3

=

= (P (sana—’kissa’) P (sana—'menee’) P (sana="puuhun’))~
=(0.1-0.1-0.1)"3 = 10



Malli 1 siis valitsee koko ajan keskiméadrin kymmenesté eri sanasta. Tulos vai-
kuttaa oikealta. Entédpa malli 2 ?
Perpy(’kissa’, 'menee’, ‘puuhun’)
= Py(sana;—subjekti, sanas=verbi, sanagzkohde)_%
= (Py(sana=subjekti) P»(sana—=verbi) Py(sana—kohde))™~
— (0.33-0.33-0.33)"5 =3

=

Malli 2 valitsee keskiméarin 3:sta eri vaihtoehdosta, tulos vaikuttaa jarkevalta.

Perps(’kissa’, 'menee’, ‘puuhun’)

ol

= Pj3(sana;=’kissa’, sanas—'menee’, sanag="puuhun’)~
= (Ps(sana="kissa’|sana—ensimmaéinen )
-P3(sana="menee’ | edellinen sana = ’kissa’)
- P3(sana="puuhun’ |edellinen sana = ’menee’))’%
= (0.25-0.33-0.33)75 = 3.32

Tama malli valitsee siis keskiméaérin 3.32 sanasta koko ajan.

Tamén esimerkin valossa kielimallit 1 ja 3 ovat vertailukelpoiset. Kielimalli 3
vaikuttaa naistad selvisti paremmalta. Kielimalli 2 ei voi verrata muihin, silla
se operoi selvisti pienemmalld symbolijoukolla. Selvempi esimerkki olisi ehka
kielimalli, jonka mielestd kaikki sanat kuuluvat ryhmé&én 1 ja tdmén ryhmén
todennékoisyys on siis 1. Tamaé kielimalli siis hdmmentyneisyyden mukaan tay-
dellinen, silla se ei ole yhtadn yllattynyt mistddn sanasta.

Tarkastellaanpa vield toista testilausetta. Mallille 1

Perp('valas’, ’on’, 'kala’, 'paitsi’, ’ettei’)
= (P (sana="valas’) P, (sana=’on’) P (sana—"kala’)
- Py (sana="paitsi’) P, (sana:’ettei’))’%
= (0.1-0.1-0.1-0-0)5
1
—= — = X
03
Huomataan, ettei hammentyneisyytta voida laskea, jos malli asettaa testijou-
kon sanalle todennékdisyyden nolla. Usein ndmé sanat jatetddn huomiotta ja
saadaan siis

Perp('valas’, ’on’, 'kala’)

= (Pl(sana:’valas’)Pl(sana:’on’)P1(sana:’kala’))fé =10

Jotta tulos olisi mielekés, on nyt myos ilmoitettava ohi kieliopin menneet sanat,
tassa tapauksessa siis % - 100% = 40% sanoista ei osunut kielioppiin. Mallille 2
sadaan vastaavasti
Perps(’valas’, ’on’)
= (Py(sana=subjekti) P»(sana=verbi))~
~ (0.33-0.33)2 =3

W=

4
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Keltaisen oven karmi oli rapistunut

Kuva 1: Jésennys 1

Ohi kieliopin menee myos 60% sanoista.

Malliin kolme sopii vain kaksi ensimmaéistd sanaa:

Perps(’valas’, ’on’)

= (P3(sana=’valas’|sana—ensimmaéinen )

ol

-Ps(sana=’on’ | edellinen sana = ’'valas’)))~
= (0.25-0.33)"2 =35

Téssé siis 60% sanoista menee ohi kieliopin.

Ovatko b)-kohdan tulokset vertailukelpoisia ? Malli 2 voidaan diskata samoilla
perusteilla kuin a)-kohdassakin. Malleja 1 ja 3 voidaan vertailla, kun otetaan
my0s huomioon ohi kieliopin menneet sanat. Malli 1 kattaa sanaston paremmin,
mutta malli 3 antaa paremman hammentyneisyyden. Usein kielimallin laatimi-
nen on tasapainottelua nédiden kahden ominaisuuden valilla.

Miké siis on tarinan opetus ? Himmentyneisyydelld voidaan verrata kahta kielimal-
lia, jos tulokset lasketaan samalla tavalla ja myos ohi kieliopin menneitten sanojen
osuus ilmoitetaan. Eri lahteissd olevia tuloksia verratessa kannattaa kuitenkin kiin-
nittdd huomiota siihen, miten laskut tarkalleen ottaen on tehty, jottei veda vairia
johtopaatoksia.

. Annetut lauseet on jasennetty alhaalta ylospain. Kun sdannot eivit muuten sopineet,
kokeiltiin, auttaisiko tyhjan symbolin “e” lisddminen jonnekin. Katso kuvat 1 ja 2.
Jarjeton lause, jonka kielioppi hyvéksyy voisi olla: “Hyppési rapistunut oven.” Kie-
liopilla ei ole sdannostod, milla se pystyisi jasentdmadn monimutkaisempia lauseita.
Hylétty lause voisi olla: “Kieltolause ei onnistunut, kuten ei sivulausekaan.”
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Kuva 2: Jasennys 2



