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9. Markov-mallit

9.1 Nakyvat Markov-mallit
Olkoon satunnaismuuttuja X jolla ajanhetkilla 1. ..t arvot X = (X4,..., X}).
Satunnaismuuttujan arvo jokin tiloista S = sq,...,SN.

Satunnaismuuttujan arvot perakkdisind ajanhetkinad ovat toisistaan riippu-
vaisia. Yleisessa tapauksessa (ei-Markov) tn:t riippuvat koko (&arettomasta)
historiasta, eli siitd miten tdmanhetkiseen tilaan tultiin.

Markov-ominaisuudet:
1. Adrellinen horisontti:
P(Xt+1 :Sk|X1,...,Xt) :P<Xt+1 :Sk’|Xt) (1)

2. Aikariippumattomuus (stationaarisuus):
P(Xy = si|X1) = P(X3 = s¢|X2) = P(Xyp1 = 6| Xy)  (2)



Markov-ketjun esitys taulukkona

Tilojen joukko S = {a,e,i, h,t,p}

Tilasiirtymatn:t a;; = P(X;11 = s;|X; = s;) voidaan esittdd 2-ulotteisena
taulukkona:

;. j a e i h t p
a 06 0 0 0 0 04
e
i 06 04
h | ... .
t 03 0 03 04 0 O
P

Lisaksi maariteltava tilojen aloitustodennakoisyydet: esim. ylimaaraisen alku-
tilan s¢ avulla josta tilasiirtymatn muihin tiloihin taulukossa.



Esittaminen probabilistisena darellisena tila-automaattina
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Airellinen tila-automaatti eli Finite-State-Automaton, FSA:
tilat piirretddan ympyroina, tilasiirtymat kaarina.

Mikali automaattia kdytetaan lukemaan jotain sydtejonoa (ja esim. tar-
kastamaan onko se sallittu), tai tulostamaan kielessa sallittuja symboli-
jonoja, voidaan kaariin piirtaa ko. tilasiirtyméassa luettava/tulostettava
symboli.

epadeterministinen automaatti: yhdesta tilasta johtaa ulos monta kaar-
ta (joissa sama symboli, ts. ei ko. tilassa tiedetd mihin tulisi menna)

Painotettu tai probabilistinen automaatti: jokaisella kaarella tn, ja yk-
sittaisesta tilasta ulosmenevien kaarien tn:ien summa =1.

Nakyva Markov-ketju vastaa darellista probabilistista automaattia jos-
sa tilajono on tunnettu. Tilajonoa voidaan siis pitda automaatin tulos-
teena.



Tilajonon todenndkdisyys:

P(Xl .. .XT) = P(Xl)P(X2|X1)P(X3|X1X2) - P(XT|X1 .. .XT_Q:))
= P(Xl)P(Xngl)P(XﬂXQ)...P(XT|XT_1) (4)
= TXx H AXy Xet1 (5)

jossa ax,x, , on siirtymatodennakaisyys tilasta hetkella ¢ tilaan hetkella ¢ +1
(katsotaan tn:t taulukosta tai tilakoneen kaarista) ja mx, on tilan X aloi-
tustodennakaisyys.



N-grammimalli Markov-mallina:

e Esim. trigrammimallissa P(ws|wiwsy) merkitdan tilojen joukko S on
kaikkien 2-grammien joukko S = {wywy, wiws, ... wwy, wowy, . . . Wyt

e Rajallisen pituiset historiat voidaan aina esittdaa adarellisend joukkona
tiloja, jolloin 1. Markov-oletus tayttyy.

e Markov-mallit erotellaan historian pituuden m mukaan, ja puhutaan
m:nnen asteen Markov-mallista.

e ngrammimalli on siis n — 1:nnen asteen ndakyva Markov-malli.



9.2 Piilo-Markov-Malli (Hidden Markov Model, HMM)

e Tilat (set of states):
S:{Sl,...SN}

e Havaintovaihtoehdot (output alphabet):
K ={ky...ky}

e Tilojen alkutodennikdisyydet (initial state probabilities):
H = P(Sz) = T

e Tilasiirtymatodennikdisyydet (state transition probabilities):
A={a;}1<i,j <N

e Havaintotodennakdoisyydet kussakin tilassa (symbol emission probabi-
lities): B = {b;}

e Tilajono (state sequence):
X ={Xy... X711}

e Havaintojono (output sequence):

O={o1...0}



Ero ndkyvaan Markov-malliin: vaikka havaintojono tunnetaan, tilajono ei ole
yksikasitteisesti tunnettu.

Esimerkit:

Tilat: Hyvantuulinen / Arsyyntynyt
Havainnot: 'Upeaa!’, 'Lahdetaanko leffaan?’, "Miksei kukaan ole tyhjentanyt
roskista?’

Tilat: Joukko uurnia
Havainnot: Vareja (nostettu uurnista)
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9.3 HMM-mallin kdyttaminen

Havaintojonon tuottaminen

Annetun havaintojonon todennakoisyyden laskeminen

— Forward-algoritmi (eteenpdinlaskenta)

— Backward-algoritmi (taaksepainlaskenta)

Todenndkoisimman tilajonon etsiminen

— Viterbi-algoritmi

HMM:n parametrien estimointi

11



9.4 Havaintojonon (output sequence) tuottaminen

Jos HMM-malli on annettu, havaintojonojen tuottaminen siitd on triviaalia
seuraavasti:

t.=1

Arvotaan alkutila X tilojen aloitustn:ien perusteella: P(s;) = m;
while (1)

...... Tilassa 7 arvotaan tilasiirtyma s; — s; tn:lla a;;

...... Arvotaan tilassa j tulostettava symboli o,=k tn:lla bj;
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9.5 Havaintojonon todennakdisyyden laskeminen

Jos on annettuna tietty havaintojono O = o0y ...o0r ja malli p = (A, B,1I),
miten saadaan tehokkaasti laskettua havaintojonon O todennakdisyys mal-
lissa, P(O|u)?

Ratkaisu 1

Suoraviivainen, tehoton ratkaisu: summataan havaintojonon tn kaikkien tila-
jonojen yli:

P(OLM) = Z TX; HaXzXz+1bXtXt+10t (6)

X1y
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Havaintojonon tn:n laskeminen, ratkaisu 2

Edellista huomattavasti tehokkaampi ratkaisu saadaan dynaamisella ohjel-
moinnilla, kun huomataan ettd jonoilla on yhteisid alijonoja, ja lasketaan
tn:t kunkin alijonon osalta vain kerran, eli

Forward-algoritmi: (eteenpiinlaskenta)

Kerataan tahanastisia tn:ia tilakohtaisiin apuparametreihin «;:
e a;(t) = P(oj0g...0, — 1, X; = i|p)

Kuljetaan hilaa ajassa eteenpain:
e Alustetaan tilojen alkutodennakaisyyksilla: a;(1) = m;

e Induktioaskel: summataan i:n tulokaarista saapuva tn-massa:
N
ai(t +1) = 32y ai(t)aijbijo,

e Summataan: P(O|u) = S0, ai(T + 1)
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Forward—algoritimi

Tila
S, . .
S, . .
S, . .
S, . .
=1 2 3 4 E

Aika

Apuparametr] D‘jl[t:l kussakin hilapisteess!
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Backward-algoritmi (taaksepainlaskenta)
Toimii samoin mutta ajassa painvastaiseen suuntaan.

Eteenpain- ja taaksepdinlaskenta voidaan myos yhdistada missa kohdassa ai-
kajanaa tahansa.

Dynaaminen ohjelmointi

Esimerkki dynaamisesta ohjelmoinnista www-sivulla
http : [/ /Jwww.cis.hut. fi/~tho/study/wld.html

16



9.6 Todenndkdéisimman tilajonon etsiminen

Tehtava: etsi tilajono joka parhaiten selittda havaintojonon O.
Etsitaan todennakdisin tilajono, joka on tuottanut havaintojonon.
Viterbi-algoritmin perusteet

(Tunnetaan myos nimilla DP alignment, Dynamic Time Warping, one-pass
decoding)

e etsii havainnoille todennakdisimman kokonaisen tilajonon tehokkaasti

e tallettaa jokaiseen hilapisteeseen siihenastisen todennakoisimman po-
lun:

(Sj(t) = Xlr??gt(_l P(XZ ce Xt—la 01...0¢_1, Xt = ]|u) (7)
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Viterbi-algoritmi
e Initialisoi tilojen alkutodennakéisyyksilla: §;(1) = ;

o Induktioaskel: valitse edellinen tila, josta tulee suurin jonon tn:
talleta tn: (Sj (t + 1) = IMaXj<i<N 5i(t)aijbij0t
talleta pointteri ko. tilaan: ij(t + 1) = argmaxj<;<ny 5i(t)aijbijot

e Lopuksi: Lue hilaa lopusta taaksepdin seuraten ¢;:n talletamia kaaria
ja kerda todennakaisin tilajono.

e Tasatilanteet voidaan ratkaista arpomalla.

e Keskeinen ero forward-algoritmiin: todennakoisyyksien summan sijaan
talletetaan maksimi-tn.

e Joskus yhden parhaan jonon sijaan halutaan n parasta jonoa (n-best-
list). Tallgin talletetaan jokaisessa hilapisteessa m < n parasta tn:aa
ja tilaa.
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9.7 HMM-mallin parametrien estimointi

Jos annettuna on tietty havaintojono O (opetusdata), etsitian HMM-mallin
parametreille 4 = A, B, w arvot, jotka uskottavimmin selittdvat havainnot.
Sovelletaan MLE-estimointia:

arg ml?X P(Oopetusdata ’,U) (8)

Talle ei ole tiedossa analyyttista ratkaisua.
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Baum-Welch eli forward-backward-algoritmi

e lteratiivinen optimointimenetelma (sovellus EM-algoritmista, jota tar-
kastellaan mydhemmin). Periaate: vuorotellaan seuraavia kahta askel-
ta:

1. Pida mallin parametrit vakiona, laske P(O|u) ja kerda tiedot siita
miten O:n tn-massa jakautui mallin hilaan (eli miten monta kertaa
kuljettiin mitdkin reittia).

2. Uudelleenestimoi mallin parametrit 1 — /[ siten, ettd O olisi
mahdollisimman todennakdinen.

e Varmasti joka kierroksella P(O|i) > P(O|u)

e Malli voidaan initialisoida satunnaisesti tai jollain nopealla raa’alla me-
netelmalla.

e [teroidaan, kunnes datan tn ei en33 muutu merkittavasti.
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o Loytda lokaalin maksimin, ei valttdmatta globaalia (kustannusfunktio
on suuren joukon parametreja mitd ilmeisimmin epalineaarinen funk-
tio).



Parametrien estimaatit sanallisesti:

~

7; = odotettu frekvenssi tilassa ¢ hetkelld ¢t = 1

odotettu transitioiden |km tilasta ¢ tilaan j

Q;j = — - -
" odotettu transitioiden lkm tilasta ¢

odotettu transitioiden |km tilaan 7 kun havainto oli &

bix = — ——
i odotettu transitioiden Ikm tilaan j

Huomaa, ettad toinen formulointi on myos mahdollinen: havainto tuotetaan
tilasiirtyman yhteydessa, ei tietyssa tilassa. Talloin viimeksimainittu kaava on
muotoa:

. odotettu transitioiden |km tilasta ¢ tilaan j kun havainto oli k&
ijk =

odotettu transitioiden |km tilasta ¢ tilaan j
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9.8 HMM-mallien kdaytannon implementointi ja
joitakin ongelmia

Kerrotaan paljon hyvin pienia tn:id keskendaan — ylivuoto-ongelmia.

e Viterbissd vain kertolaskua ja max-operaatiota — voidaan toteuttaa
kokonaan logaritmoituna, jolloin kertolaskut summia.

e Baum-Welchissa voidaan kayttaa skaalauskertomia, joita kasvatetaan
ajan t funktiona.

Parametrien suuri maara

e tarvitaan paljon dataa, tai

e oletetaan ettd osa parametreistd jaetaan verkon eri osien kesken ('pa-
rameter tying': sidottuja tiloja tai sidottuja tilasiirtymia), tai

e oletetaan etta verkossa on 'rakenteisia nollia’, ts. rakenteellisesti mah-
dottomia tilasiirtymia
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Estimointialgoritmi 16ytaa lokaalin maksimin, ei globaalia

e Ratkaisuna parametrien fiksu initialisointi

e Erityisen tarkeaa initialisoida havaintotn:t B = b;j;,
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9.9 Soveltamistavoista
Soveltaminen puheentunnistukseen

Englannin sanojen dantamisen mallinnus: Jurafsky & Martin (2000).

Havainnot fooneja. Sanaa vastaa joukko tiloja joita voidaan kadyttaa ko. sanan
aantamisessa.

Lasketaan kullekin sanalle oma HMM joka mallintaa sanan eri lausumistavat
ja ndiden tn:t.

Havaintojono: foonijono, esim. [dh iy]
Sana: 'the’, jonka yksinkertaistettu tilamalli (kuva)
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Hyvin yksinkertaistettu aantamismalli sanalle 'the'

Jos tehtavana on tunnistaa mika yksittdinen sana lausuttiin, yhdistetdan sa-
namallit rinnakkain yhdeksi isoksi HMM:ksi
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Yhdistetty segmentointi + tunnistus

Viterbi-algoritmilla voidaan suorittaa samalla kertaa sekd segmentointi sa-
noiksi ettd sanojen tunnistus.

Havaintojono: foonijono, esim. [aa n iy dh ax]
Tuloste: sanajono 'l need the’

e Jokaiselle sanalle oma HMM

e Poimitaan sanaparien esiintymistn:t bi-grammimallista, ja kdytetdan
naita sanojenvalisiad tn:id yhdistettdessa sanakohtaiset HMM:t perakkain

e Huom: ndin tehdessa oletetaan, ettd edellisen sanan ja seuraavan sa-
nan lausuntatavat eivat riipu toisistaan. Oikeasti sanojen valilla riip-
puvuuksia lausumistavoissa, esim. savolainen viantaa, ja helsinkildinen
sihauttaa s-kirjainta sanasta riippumatta.

e Riippumattomuusoletusten tarkoitus helpottaa estimointia (vahemman
parametreja). Voidaan myds soveltaa pelkastaan mallin initialisointiin.
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Viterbin ongelma:

e Etsii todenndkoisimman tilajonon, mika ei ole sama asia kuin todennakéi
sanajono.

e Kukin tilajono vastaa jotain sanojen lausuntavaihtoehtoa. Loytaa siis
todenndkoisimman lausuntavaihtoehdon.

e Kuitenkin sanajonon tn on summa sen sanajonon eri lausuntavaihtoeh-
tojen tn:ista.

e Eivoida soveltaa kaikkien kielimallien kanssa (lahinna bigrammin kans-
sa, jo trigrammien kanssa ongelmia)

e Erds vaihtoehto: multi-pass-decoding: Viterbi nopeaan dekoodaukseen
joka tuottaa n-best-listan, sitten sovelletaan parempaa kielimallia naista
valitsemiseen.
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Aidompi HMM:ien sovellus puheentunnistukseen:

e Havainnot puheen spektrista laskettuja piirrevektoreita.
e Tilat vastaavat fooneja
e Aika ei kulje fooni kerrallaan vaan tietynkestoisina segmentteina.

e Erikestoiset foonit hoidetaan esim. siten etta foonista on kaari myos
siihen itseensa.
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Muita HMM:ien sovelluksia

e sanaluokkien taggaus (aiheena seuraavalla luennolla)

e geenisekvenssien analyysi / taggaus

30



	Markov-mallit
	Näkyvät Markov-mallit 
	Piilo-Markov-Malli (Hidden Markov Model, HMM) 
	HMM-mallin käyttäminen 
	Havaintojonon (output sequence) tuottaminen 
	Havaintojonon todennäköisyyden laskeminen 
	Todennäköisimmän tilajonon etsiminen 
	HMM-mallin parametrien estimointi 
	HMM-mallien käytännön implementointi ja joitakin ongelmia 
	Soveltamistavoista 


