T-61.281 Luonnollisten kielten tilastollinen kasittely

Ratkaisut 1. harjoitukseen ti 28.1.2003, 16:15-18:00 — Palautellaan mieliin todennékoisyys-
laskuja
Versio 1.1

1. Todennékoisyyksistd ensimméinen P( sana=lyhenne | sana=kolmikirjaimi- nen ) =
0.8 kertoo, etta jos me ndemme kolmikirjaimisen sanan, se on todennakoisyydella 0.8
lyhenne ja todennékoéisyydelld 0.2 jotain muuta.

Toinen kaava P( sana=kolmikirjaiminen ) = 0.0003 kertoo, ettd satunnainen sana
on todennikoisyydelld 0.0003 kolmikirjaiminen ja todennédkéisyydellda 0.9997 jotain
muuta.

Todennékoisyys, ettd satunnainen sana on kolmikirjaiminen lyhenne saadaan kerto-
malla edelld annetut todennakoisyydet keskenéddn. Eli ensin katsotaan, kuinka toden-
nakoistd on, ettd sana on kolmikirjaiminen ja sitten vield kuinka todennékdista on,
ettd kolmikirjaiminen sana olisi lyhenne:

P( sana=lyhenne, sana=kolmikirjaiminen )
= P( sana=kolmikirjaiminen ) - P( sana=lyhenne | sana=kolmikirj. )
0.0003 * 0.8 = 0.00024

Sivuhuomautuksena sanottakoon, ettd annetut todennikoisyydet eiviat varmaankan
péade todelliselle englannin kielelle.

2. Kokeillaan ensin paria hypoteesia: Oletetaan, etta kaikki veljenpojat arvaavat innois-
saan satunnaisen varin. Kaikilla on siis puolen todennakoisyys arvata oikein ja pelin
voittotodenndkoisyys on siis 0.5 - 0.5 - 0.5 = 0.125. Tama ei ilmeisestikddn ole hyva
strategia.

Jos pojat olisivat vain hieman ovelampia, he paattéisivit,, ettd vain yksi heista arvaa
ja muut ovat hiljaa. Talloinhan voittotodennékoisyys olisi 0.5.

Muttu Pupu ei puhunut puppua. Jos tarkastelemme mahdollisia tuloksia, 16ydam-
me vield paremman strategian (taulukko 1). Kaikki taulukon tapahtumat ovat yhté
todennékoisia. Huomaamme, ettd on vain kahdenlaisia tuloksia:

1) Kaikilla veljeksilld on samanvérinen hattu padssédin
2) Yhdelld veljista on erivdrinen hattu kuin muilla.
Luomalla strategian, jolla voitamme kun kaikilla veljeksilli on samanvéirinen hat-

tu padssiaan, katamme 2 kahdeksasta tuloksesta, eli voittotodennékoisyys olisi 0.25.
Tamaé ei meitéd kiinnosta.

Veljesten keksima strategia kattoi tapaukset, jossa yhdella veljellé oli erivarinen hattu
kuin muilla. Téssé tilanteessa pitda sen veljen, joka nidkee kaksi samanvérista hattua
veikata omaa hattuaan erivériseksi. Ne jotka nékevét kaksi erivéristd hattua pitévat



Taulukko 1: Mahdolliset tulokset, kukin veljenpoika on merkitty nimen alkukirjaimella (R,K,P) ja lip-
piksen véri virin ensimmadiselld kirjaimella (p,s)

R K P | punaisia | sinisid
s s s 0 3
s s p 1 2
s p s 1 2
s p P 2 1
P s s 1 2
P S p 2 1
P p s 2 1
P P P 3 0

suunsa kiinni. Talla strategialla katetaan 6 kahdeksasta alkeistapauksesta, ja saadaan
voittotodenndkoisyydeksi 0.75.

Kuinka paljon poikien kannattaisi maksaa peliin osallistumisesta ? Voittonahan oli
yhteensd 1 euron arvoiset jéatskit. Jos pelid pelattaisiin dérettoman monta kertaa,
keskimé&arédinen voitto olisi

E(voitto) = 1E % 0.75 = 0.75E

Kun pelid kuitenkin pelataan vain kerran, on hyvin subjektiivinen kysymys, miten
paljon kannattaa sijoittaa. Jos pitda pelaamisesta, voi maksaa paljonkin ilman mi-
taan toivoa voitosta (flipperi), toisaalta jos ei halua riskeerata sdédstojaén, ei ehka
kannata tarjota juuri mitdan peliin osallistumisesta. Pojilla oli taskunpohjalle jaanyt
10 senttid Sudenpentujen Késikirjan uuden painoksen ostamisen jilkeen ja tdméan he
suostuivat asettamaan pelipanokseksi.

3. Merkitdaan kantamuotoa “se” Cy:114 ja kantamuotoa “siittdd” Co:lla. Tunnistustulos
olkoon T ja oikea luokka O. Kirjoitetaan tehtéavissa annetut todennékoisyydet:

) = 0.95
) = 0.05
T =Cbl0=Cy) = 0.05
) = 0.95
) = 0.999
) = 0.001

Nyt voimme laskea Bayesin kaavaan

P(A|B;)P(B;)  P(A|B;)P(B;)
P(A) X, P(AB)P(B;)

P(B;lA) =

avulla todennédkoisyyden, etté laiteen vaittdessd sanan perusmuodoksi “suittdda” se on



myos oikeassa.

PO = Gy|T = Cy)
P(T=C,|0=Cy)P(0=C))
P(T=C5|0=C,)P(0O=Cy) + P(T=C5]0=C,)P(O=C})
0.95 - 0.001

= ~ 0.019
0.95-0.001 + 0.05 % 0.999

Sanoista, joiden perusmuodoksi laite on ehdottanut “siittdd” vain joka viideskym-
menes on oikein jasennetty. Vaikka Ake olikin saanut ihan hyvét tunnistustulokset
sindnsé, kiaytannon testejen jidlkeen hén péatti romuttaa tunnistimensa ja ryhtya
jazz-muusikoksi.

4. Jotta téllainen satunnainen kieli generoisi yksikirjaimisen sanan, sen pitda generoida
kaksi merkkiéd (joku muu kuin sanavili ja sanavéli).

Tallaisia sanoja on 29 kappaletta.

Vastaavasti, tietyn kahden merkin pituisen sanan todennikoisyys on

1
P(Sztl,tl):%‘%'%

Tillaisia sanoja on 29% kappaletta. Kolmikirjaimiset sanat

ja niitd sanoja on siis 29% kappaletta.

Koska sanan esiintymistodennakoisyys on suoraan verrannollinen sen odotettuun
esiintymistiheyteen testiaineistossa, voimme tehda kirjan taulukon 1.3 kaltaisen tau-
lukon suoraan laskemalla todennékoisyyksia. Koska samanpituiset sanat ovat yhtéa
todennékéisia eikd niitd voi asettaa yleisyysjirjestykseen, laskemme k:n arvon vain
yhdelle samanpituisista sanoista. Tulokset on esitetty taulukossa 2 ja piirretty kuvaan
1.

Huomataan, etta satunnaisellakin kielella £ pysyttelee melko samansuuruisena hyvin
suurella r:n vaihteluvélillakin. Zipfin 16yt6 ei ehkd tunnu tamén faktan valossa aivan
niin hdmmastyttavita.

5. Tehtavin ratkaisussa oletetaan tunnetuksi seuraavat kaavat:

Blz) — /_oo op(z)da

(e 9]

Var(z) = /_OO (x — E(z))*p(x)dx

(e 9]



Taulukko 2: Zipfin vakio. Taulukon vasempaan sarakkeeseen on merkitty kuinka monenneksi yleisin
sana on kyseessd. Keskelld lukee, kuinka monta kertaa voimme odottaa ndkevimme sanan 1000000 sanan
pitusessa aineistossa. Oikealla on laskettu vakio k, kahden ensimmadisen sarakkeen tulo.

r f k
15 1111 16111
450 37.04 16648

13064 1.235 16129

378900 0.0412 15593
1098800 0.00137 15073
318660000 0.0000457 14570

Zipf:in laki satunnaiselle kielelle

0.017

0.0165 -

0.016 -

0.0155

0.015

rk

0.0145

0.014

0.0135

0.013

0.0125 o
10

r

Kuva 1: k r:n funktiona

a) Lasketaan odotusarvo yhden heiton silméluvuksi. Noppa laskeutuu jokaiselle
101:1le sivustaan yhta todennékoisesti, eli jokaisen tapahtuman todennékoéisyys

p(z) = -
Odotusarvo:
100
E(z) = Zip(xzi)
=0
1
= —(1+2 44..-+1
101( +2+3+4+---+100)
1
= m((1+100)+(2+99)+(3+98)+-~-+(50+51))
50 * 101
= o1 =



Varianssi voidaan laskea kaavalla:

100

Var(z) = Y (i — E(z))*p(x = i)

=0
1

= ﬁ(502+492+~-~+1+0+1+22+-~-+492+502)
2

= ﬁ(1+22+---+492+502)

Nyt voimme kiyttad avuksemme seuraava kaavaa

nn+1)(2n+1)

1422+ 3+ 424 +n’ = G

jolloin saamme tulokseksi

2 50-51-101

Var(z) = 101 )

= 850

Ratkaistaksemme tdmén tehtava, tarvitsemme muutamia todennékoisyyslaskun
peruskaavoja. Kaavat on téssd johdettu, mutta niiden johtamisen osaaminen ei
ole olennaista kurssin kannalta.

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan oletusarvo

Olkonn satunnaismuuttujat x ja y riippumattomia. Lasketaan néiden satunnais-
muuttujien summan oletusarvo.

Ex+y) = /(x+y)p(x,y)dxdy
= [+ ety
= / rp(x)p(y)dedy + / yp(z)p(y)drdy

/ p(y)dy / wp(x)dz + / p(z)dx / yp(y)dy

= 1- /:cp(:c)d:c+ 1- /yp(y)dy
— E(z)+ E(y)

Vakiolla kerrotun satunnaismuuttujan varianssi

Var(ax) = /(ax — E(az))*p(x)dx
= /(ax —aB(x))’p(z)dx
~ @ [ (o= B@)p)

= a*Var()



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan varianssi

Olkoon satunnaismuuttujat x ja y riippumattomia. Lasketaan néiden satunnais-
muuttujien summan varianssi.

Var(z +y) = / / (z+y— Bz +y))p(x, y)dudy

- //(x +y)*p(z, y)dxdy — 2 / /(x +y)E(z + y)p(x, y)dzdy
// x4+ y)?p(x, y)drdy

= E((z+y)?) —2E(x+y)*+ Bz +y)?
= E((9€+y)) E(z +y)?
E(a? +2zy +y°) — (E(z) + E(y))?
E(a?) + EQ2vy) + E(y*) — B(x)* = 2E(z)E(y) — E(y)*
= E(2*) - E(2)* + E(y*) — Ey)”

+ / 2zyp(x)p(y)drdy — 2 / z(p(x)dx / y(p(y)dy

= E(*) - E(x)’ + E(y*) - E(y)*
= Var(z)+ Var(y)

Taman pakerruksen jalkeen padstiaén itse asiaan. Nyt halutaan laskea oletusarvo
lauseelle x + y, missd x on ensimmaiseen heittoon liittyva satunnaismuuttuha
ja y on toiseen heittoon liittyva satunnaismuuttuja.

r+y 1

2):;m@+mmpé@mwm:w

E(
Huomaamme siis, ettd odotusarvo ei muutu. Entad miten kidykadn varianssin ?

Var(

rT+yY, x Y _1 1
i ) = V(M“(Q) + V(M“(Q) = 4Var(x) + 4Va7“(y)

1
= (850 +850) = 425

¢) Heitdmme kymmenté noppaa, sovellamme edelle opittuja tuloksia. Odotusarvo

1
s B i N 1571050 = 50

E(

10
Varianssi PR N .
T1 T T2 T T T10
V -10- 850 = 85
ar( 10 ) =100

d) Kun heitdmme yh& useampaa noppaa, tarkentuu jakauma odotusarvon ympé-
rille. Rajalla odotusarvo on 50 ja varianssi 0 eli saamme aina varmasti tulokseksi
50.



Odotusarvo ja varianssi eivat suinkaan kerro kaikkea jakaumasta. Kuvassa 2 on si-
muloitu matlabilla erilaisia mé&ria nopanheittoa. Huomaamme etté jakauman muoto
muuttuu, mitd useampaa nopaa heitetddn. Muoto tulee ldhemmaksi ja ldhemmaksi
normaalijakaumaa. Témaéan takia useita luonnollisia ilmiditd mallinnetaan normaali-
jakaumalla: Jos tulokseen vaikuttaa monta pientd satunnaista asiaa, tulos on nor-
maalisti jakautunut. Taméa on myos hyva tekosyy kiayttdd normaalijakaumaa, jolla
saadaan laskut usein helppoon muotoon.

Formaalimpi todistelu siité, ettd jakauma lahestyy normaalijakaumaa 16ytyy http://
mathworld.wolfram.com /CentralLimit Theorem.html

1 noppaa 2 noppaa
' ' ' ' 2000 ' '
1000 h /MMM A A AN
1500
500} 1000
500
0 : : : : 0 : . : :
20 40 60 80 20 40 60 80
3 noppaa 5 noppaa
' ' 3000+ '
2000t
1500 2000
1000 ¢
1000}
500 ¢
0 : : : : 0 : : : :
20 40 60 80 20 40 60 80
10 noppaa 100 noppaa
4000 | ' ' ' ' '
3000 | 10000
2000t
5000
1000
0 : : 0 : :
20 40 60 80 20 40 60 80

Kuva 2: Nopanheittoa. Kutakin kuvaa varten on koe toistettu 100000 kertaa.



