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1. a) Sijoitetaan entropian kaavaan
Z p Og2 )
zeX

tehtdvassa annetut arvot:
3 32 3 16 7 32

H(X) = —log,— log, — 1
(X) 320g23+160g23+3 08 —
810g28+ 810g28+ 410g24
= 2.50 bittia
b) Tehtévin ratkaisuun tarvitaan todennikoisyyttd P(S = s) (eli satunnainen

substantiivi on s). Taémé todennékoisyys saadaan tehtdvinannon taulukon oi-
keasta marginaalista. Lisdksi tarvitaan todennakoisyytté
P(S=s5V=0)

P(S=s)

PV =v|S=s)=

Lahteen entropia, kun tiedetdén, ettd edellinen symboli kuului joukkoon S on
H(X;|X;.1 € 8) = > pls=SYH(V]s=5)
S={"kissa’, tuuli’, kiipeilija’}

Téamén laskemiseksi meidén pitééd osata laskea ehdollinen entropia H(V|s = 5).
Lasketaan tdma sanalle 'kissa’:

H(V|s="kissa’) = Z p(v = V|s = kissa’) log,(p(v = V|s = 'kissa’) ')
V ="naukaisi’,’tuivertaa’,’katosi’
Z p(s = kissa’,v =V) 1 P(s = kissa’)
bl Og 11,1 )
V ="naukaisi’,’tuivertaa’,’kat §1_ kissa’ ) ’ p(S = kissa U= V)
116 3 116 3
= ——1 8 ——1 16—
53 lo82(875) + 755 loga(1675)
2 3 1
— glog2§+§log23
Kun sijoitamme jokaista joukon S sanaa vastaavat todennikoisyydet, saamme
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1 6 7
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= 0.90 bittia



Mika on sitten todennikoisyys, ettd satunnainen sana on ’kissa’? Koska molemmat
luokat S ja V' ovat yhtd todennékdiset, tulos on

3 3
16 32

Huomaamme, ettd a)-kohta on itseasiassa b)-kohdan marginaalijakauma.

P(x ="kissa’) = P(x € S)P(S=2x2) =0.5

Téasta voimme paitelld, ettd kun tunnemme ldhteen toiminnan paremmin, sen tuot-
tamat sanat ovat vihemmén yllattavia ja voimme koodata ne vihemmalla maaralla
bitteja (0.9 bittid < 2.5 bittid).

¢) Kielen lauseissa ensimmaéinen sana on aina substantiivi ja toinen verbi. Substan-
tiivi ei riipu edellisistd sanoista, mutta verbi riippuu edellisestd substantiivista.

Merkitasan kielen lausetodennikoisyyksid P(S,V) ja mallin antamia todenné-
koisyyksid Pys(.S, V). Haluamme laskea odotusarvon kielen lauseen koodauspi-
tuudelle mallin antamilla todennédkéisyyksilla:

E(—log Pu(S,V)) == Y P(S=sV =0)logPu(S=sV =u).
seS,veV
Tétd mittaa kutsutaan risti-entropiaksi (cross-entropy).

Mallin antamat verbien ja substantiivien todennékoisyydet ovat toisistaan riip-
pumattomia, joten Py (S = s,V = v) = Py (S = s)Py(V = v). Sijoitetaan
se lausekkeeseen, ja kirjoitetaan summaus auki ensin substantiivien ja sitten
verbien osalta:

E(—IOgPM(va))
- _ Z P(S =35,V =v)logPy(S=sV=0)

seS,weV
= =) Y P(S=s)P(V =0[S = s)log(Pu(s)Pu(v))
seS veV
= —P(S = kissa) Z P(V = v|S = kissa) log( Py (kissa) Py (v))
veV
—P(S = tuuli) Z P(V =v|S = tuuli) log( Py (tuuli) Py (v))
veV
—P(S = Kiipelija) > P(V = v|S = kiipeliji) log( Py (Kiipeliji) Py (v))
veV
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Lauseden keskimé#éridinen koodauspituus (ts. risti-entropia lausetta kohti) on
siis 5.01 bittia.

Jokaisessa lauseessa on kaksi sanaa, joten keskimédrdinen yhden sanan koo-
dauspituus on 2.50 bittid. Tulos on sama kuin a)-kohdassa, eikd se ole sattu-
maa: Kummassakin tapauksessa jakauma, jonka yli odotusarvo mallin antamille
koodauspituuksille lasketaan, on sama.

a) Kunkin alkeistapauksen todennikdisyys on g5. Alkeistapauksia on 30. Sijoite-
taan entropian kaavaan:

zeX
30

1
= Z 25 1082(30)
= 10g2(30) ~ 4.91 bittia

b) Sanan, jossa on vain yksi merkki, sanotaan vaikka joukon ensimmaéinen merkki,

todennikdisyys on
1 1
Pls=t)=—" —
(s=1)=35"3

silld ensimmaisen merkin pitdd olla joukon ensimmaéinen ja sitten pitda tulla
sanavili. Téllaisia sanoja on 29 kappaletta.

Vastaavasti, tietyn kahden merkin pituisen sanan todennakoisyys on

1 1 1
Pls=t,t1) == —" 5=
(s=th)=55"55" 5
Tillaisia sanoja on 292 kappaletta. Homma jatkuu samalla tavalla useammille

sanoille.
Lasketaan téllaisen ldhteen entropia:

Z b\ 10g2 )

zeX
1 1 1
= 29 % (30) log,(30%) 4 297 * (%)31%(303) + 297 x (30)

_ 2_19 ((2—2)2-2-10g2(30) + (%)%3-1%(30) + (%)%4-10&(30) ) )
(55 (3))

Nyt tarvitaan suluissa olevan summan arvoa. Ratkaistaan annettu sarja seuraavasti:

log, (30%) +

w

D g =q+ 20" +3¢° + 4¢" + . .. (1)
i=0



Kerrotaan yhtalo ¢:lla.

0> iq =q"+2¢° +3¢" +4¢° + . .. (2)
=0

Viahennetdan yhtédlo 2 puolittain yhtalosta 1

1-9)> id = ¢+ ++q¢" +... (3)
=0
— G+ +E+dt+ .
> it = : (4)
—q
=0

Kerrotaan yhtilo 4 vield kerran ¢:lla

o0 2 3 4 5
s e +qg g+
¢y ig = Ty (5)
=0

Nyt vahennetdan yhtilot 4 ja 5 toisistaan ja saadaan ratkaisu:
-9 i = — (6)
i=0 1=gq

X iy ?

Téassd ratkaisussa pitdd vield huomioda, ettd jotta yhtialo 2 voidaan vihentdd yhta-
16sta 1, pitdd sarjojen olla suppenevia, eli |g| < 1.

Kun tama hassakka sijoitetaan alkuperdiseen ongelmaan, saadaan

log,(30) ( 29 2 )
29 30 (1-— 22
1
= 10g,(30)(30 — —
0g(30)( L
= 147 bittia

Ensi silméaykselld tama tulos saattaa tuntua himmentavilti, eikd tuloksen pitéis olla
sama kuin a)-kohdassa? Pikainen tarkistuslasku ehki hilventdi hieman epéluuloja:
Sanan pituuden odotusarvo on 29, eli entropia per merkki on n. 147/(29 4+ 1) = 4.90
bittia.

On my0s syy, miksi tulosten ei pitéisi olla aivan samat: Ensimméinen ldhde voi tuot-
taa sanan, jossa on kaksi vililyontid perdkkdin, kun taas toinen ldhde ei voi annetun
formuloinnin mukaan sitd tuottaa. Téastd johtuen pitéisi toisen ldhteen entropia per
merkki olla hieman alempi.



3. Ensin hieman johdatusta aiheeseen: Haluamme tutkia kuinka hyvin luomamme malli
ennustaa mallinnettavaa ilmicté, tassa tapauksessa kieltd. Jos mallinnettavaan ilmi-
00n liittyva todennékoisyysjakauma on tiedossa, voisimme laskea esimerkiksi mallin
jakauman ja sen vélisen risti-entropian (tehtéva 1c). Yleensd mallinnettavaa jakau-
maa ei tietenkéédn tunneta. (Muutenhan olisi monesti turhaa edes tehdé toista mallia.)
Talléin evaluointimitan taytyy perustua johonkin ilmion tuottamaan datajoukkoon.
Datajoukolle D voidaan esimerkiksi laskea luodun mallin M antama uskottavuus (li-
kelihood), P(D | M'). Helpommin késiteltavé luku on yleensi uskottavuuden logaritmi
normalisoituna datajoukon koolla:

1 n
Average-Log-Likelihood(D | M) = — E log P(D; | M)
n
i=1

Kun logaritmin kantaluku on 2, tdmé on itse asiassa (etumerkkié vaille) risti-entropian
suurimman uskottavuuden estimaatti. Kun muokkaamme lauseketta hieman, huo-
maamme vield ettd tdma risti-entropian estimaatti on himmentyneisyyden (perplexi-
ty) logaritmi:

n

_% ZlogP(Di | M) = ZlogP(Di | M)~% =log [(H P(D;,| M))_ﬂ.

i=1 i=1

Huomattakoon, ettid néissd kaavoissa oletetaan ettd datapisteiden todennékoisyydet
ovat toisistaan riippumattomia. Kielen mallinnuksessa néin ei yleensé ole, vaan tarkka
lauseke todenn#koisyyksille olisi tekstid ennustavassa mallissa P(D; | Dy, ..., D;_1, M).

Seuraavaksi itse laskuihin:

a) Merkitddn mallin yksi antamaa himmentyneisyyttd Perp;, mallin 2 puolestaan
Perps ja niin edelleen.

Perp;(’kissa’, 'menee’, "puuhun’)

. _1
= Pj(sana; —'kissa’, sanay—'menee’, sanag—'puuhun’) 3

Ll

= (P (sana—’kissa’) P; (sana—"menee’) P; (sana—"puuhun’))”
= (0.1-0.1-0.1)73 = 10

Malli 1 siis valitsee koko ajan keskiméirin kymmenesté eri sanasta. Tulos vai-
kuttaa oikealta. Entipa malli 27

Perps(’kissa’, 'menee’, "puuhun’)
= Py(sana;=subjekti, sanas=verbi, sanagzkohde)_%
= (Py(sana=subjekti) P,(sana=verbi) P,(sana=kohde))~
— (0.33-0.33-0.33)"3 =3

Wl



Malli 2 valitsee keskimé&arin 3:sta eri vaihtoehdosta, tulos vaikuttaa jarkevalta.

Perps(’kissa’, 'menee’, 'puuhun’
3 ) 9

. _1
Ps(sana;—’kissa’, sanas—"menee’, sanaz—'puuhun’) 3
= (Ps(sana—’kissa’|sana—ensimmaéinen)

-P3(sana="menee’ | edellinen sana = ’kissa’)

Wl

-P3(sana="puuhun’ |edellinen sana = 'menee’))”

= (0.25-0.33-0.33)"3 = 3.32

Taméa malli valitsee siis keskiméaérin 3.32 sanasta koko ajan.

Tamaén esimerkin valossa kielimallit 1 ja 3 ovat vertailukelpoiset. Kielimalli 3
vaikuttaa néistd selvisti paremmalta. Kielimalli 2 ei voi verrata muihin, silla
se operoi selvisti pienemmalld symbolijoukolla. Selvempi esimerkki olisi ehka
kielimalli, jonka mielestd kaikki sanat kuuluvat ryhméén 1 ja tdmén ryhmén
todennékoisyys on siis 1. Tamé kielimalli siis himmentyneisyyden mukaan tay-
dellinen, silld se ei ole yhtadn yllattynyt mistdéin sanasta.

Tarkastellaanpa vield toista testilausetta. Mallille 1

Perpy(valas’, ’on’, ’kala’, "paitsi’, ettei’)
= (Pi(sana—"valas’) P (sana—"on’) P (sana—"kala’)
-Pl(SaIla:7paitSi’)P1 (Sana:7ettei;))_%
= (0.1-0.1-0.1-0-0)5
1

5

Huomataan, ettei himmentyneisyytta voida laskea, jos malli asettaa testijou-
kon sanalle todenndkoisyyden nolla. Usein ndmé sanat jitetdan huomiotta ja
saadaan siis

Perp('valas’, ’on’, 'kala’)

= (Pl(sana:’valas’)Pl(sana:’on’)Pl(sana:’kala’))_% =10

Jotta tulos olisi mielekis, on nyt myds ilmoitettava ohi kieliopin menneet sanat,
tassd tapauksessa siis % -100% = 40% sanoista ei osunut kielioppiin. Mallille 2
sadaan vastaavasti

Perpy(’valas’, ’on’)
= (Py(sana=subjekti) P(sana=verbi))~
— (0.33-0.33)"2 =3

Wl



Ohi kieliopin menee myos 60% sanoista.

Malliin kolme sopii vain kaksi ensimmaisti sanaa:

Perps(’valas’, ’on’)

= (Ps(sana—’valas’|[sana—ensimmaéinen)

W=

-P3(sana="on’ | edellinen sana = ’valas’)))~

= (0.25-0.33)"2 = 3.5

Téssi siis 60% sanoista menee ohi kieliopin.

Ovatko b)-kohdan tulokset vertailukelpoisia? Malli 2 voidaan diskata samoilla
perusteilla kuin a)-kohdassakin. Malleja 1 ja 3 voidaan vertailla, kun otetaan
my6s huomioon ohi kieliopin menneet sanat. Malli 1 kattaa sanaston paremmin,
mutta malli 3 antaa paremman hdmmentyneisyyden. Usein kielimallin laatimi-
nen on tasapainottelua niiden kahden ominaisuuden valillA.

Mika siis on tarinan opetus? Himmentyneisyydelld voidaan verrata kahta kielimal-
lia, jos tulokset lasketaan samalla tavalla ja my6s ohi kieliopin menneitten sanojen
osuus ilmoitetaan. Eri ldhteissd olevia tuloksia verratessa kannattaa kuitenkin kiin-
nittdd huomiota siithen, miten laskut tarkalleen ottaen on tehty, jottei veda viaria
johtopaatoksia.

Loppuyhteenvetona lista erilaisista entropiamitoista:

e Entropia (entropy)
H(X) = B(—log P(X)) = ¥, P() log 3
Tulkinta: Lahteen itseinformaatio eli keskiméardinen koodauspituus, joka tarvitaan

viestin lahettdmiseen optimaalisella koodauksella

e Risti-entropia (cross-entropy)
Hyy(X) = B(log Py (X)) = 32, P(a) log 515
Tulkinta: Keskimaéridinen koodauspituus, joka tarvitaan viestin lahettdmiseen mal-
lilla M

e Suhteellinen entropia (relative entropy) / Kullback-Leibler divergenssi
D(P(X)||[Pu(X)) = E(~log pe3y) = 32, P(a) log gty = Ha(X) — H(X)
Tulkinta: Kuinka monta bittid havitdin, jos koodataan ldhteen viesteja mallilla M

e Hiammentyneisyys (perplexity)
Perpy(X) = 20mX) = Hm(—PMl(x))P(x)
Tulkinta: Keskiméaarainen mallin M haarautumiskerroin lahteen datalle



