T-61.5020 Luonnollisten kielten tilastollinen kasittely
Vastaukset 10, ke 4.4.2007, 12:15 14:00  Markov-ketjut ja kitketyt Markov-mallit
Versio 1.0

1. a) Kuvaan 1 on piirretty Turun sdétila Markov-ketjuna.
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Kuva 1: Sditila Markov-ketjuna

b) Lasketaan tilasekvenssin S = (Ss, S, S1, 51, 51) todennékoisyys kun tiedetién,
ettd lihdetddn tilasta Sy. Haluamme siis laskea todennékoisyytta

P(S|q=252) = Pla= 3,612 So,q3 = 51,94 = 51,45 = S1 | qo = 52)
= P(Ql ‘QO 52)'P(Q2:S2 ‘QO:S%QIIS?,\)
P(gz =519 = S2,q1 = S3,¢2 = S3)

(
P(Q4 Sy \ qo = S2,q1 = S3,q2 = S2,q3 = 51)
P(Q5 Si ‘QO—527QI:S37Q2:S27Q3:SMQ4:SI)

Ensimmadisen rivin todennakoisyys on jaettu téssd kiyttden monta kertaa todenni-

koisyyslaskun kaavaa P(A, B|C) = P(A|C) - P(B|A,C).

Sovelletaan ylldolevaan kaavaan Markov-oletusta, ettd nykyinen tila riippuu vain
edellisestd tilasta, muttei sitd aikaisemmista:

P(S‘QO:S2) = P(Q1253|QO=S2)'P(Q2252|Q1253)
P(gz=51]q=52)-P(qs = 51| g3 = 51)
'P(Q5251|Q4:S1)



Téama vastaa taulukoituja kertoimia a;;:

P(S|QO=52) = (23 0A32 A1 *A11 * A11
= 0.1-03-04-0.8-0.8
0.0077

¢) Oletusarvo sille, kuinka kauan tilassa pysytddan on
E(z) = /xP(:L’)dx
= Z nalt (1 — a;)
n=1

Qg

= (1 — am)m

Qg

1 —ay

urinkoisen paivan tapauksessa a;; = 0.8 eli saadaan == = aivid. Tama siis
A k aivin t k 11 0.8 el d 82 4 paivad. Tama

oli oletusarvo sille, kuinka kauan tilassa pysytdan, eli mehén olimme ensimmaéisena
paivani jo valmiiksi aurinkoisessa tilassa ja lopullinen vastaus on 4 + 1 = 5 paivaa.

2. a) Téassé tehtévissa siis halutaa laskea tilan S; todennikoisyys kolmantena paivana
kun tiedetddn, ettd lahtopiivina oli aurinkoista ja seuraavan kolmen péivin lampo-
tilat X = (21,29, 23) = (7°C, 3°C, —8°C'). Merkitéain kaikkia malliin liittyvid para-
metreji A = {A, b;(z)}.

P(Q3 =5 | do = 517$1,$2,$3,)\)
P(q3 = Si,x1, 22,73 | go = S1, A)
P(x1, 29,23 | g0 = S1, )
P(gq3 = Si, 1, 22,73 | go = S1, A)
S Plas = Sj, 1, 22,23 | go = S1,\)

Ylldolevan yhtdlon pyorittdmiseen kdytettiin ensiksi todennikoisyyslaskun kaavaa

P(A|B,C) = 5215 Sitten huomattiin ettd P(A) = Y, P(A, B). Edellisen yh-

talon nimittdjassd ja osoittajassa on samankaltainen termi. Kevennetddn hieman
merkintoji ja esitetddn sama asia funktion ay(7) avulla:

a3 (1
P(Q3 =5, | qo = 51>$1>552a$3’)‘) = 3 3( )

Zj:l Oég(j)

Tarkastellaanpa, miten tdméi eteenpéin-todennakdisyys oy (7) oikein voidaan laskea.



Lahtopaiva
Tiedetadn, ettd lahtopiiviana oli aurinkoista, joten voi-
daan asettaa

Oéo(l) =
Oé()(2)
Oé()(3) =

I
o o =

Ensimmaéinen paiva

Edellisené péiivina oli aurinkoista ja tdnéén on 7°C' as-
tetta lammintd. Lasketaan kullekin tilalle transitioto-
dennékoisyydet aurinkoisesta ja kerrotaan ne emissio-
todennakdisyyksilla, kun zy > 5°C'.

Oél(l) = 11 ° bl(l' Z 500) =0.8-0.15=0.120
a1(2) = Q12" bg(.ﬁ(: Z 500) =0.15-0.2 =0.030
a1(3) = aiz-bs(z >5°C) =0.05-0.3 = 0.015

Toinen paiva

Nyt emme tiedd, minkilainen sdé edellisend paivana oi-
keasti oli. Summataan kaikki vaihtoehdot yhteen toden-
nakoisyydelld painotettuna

3
Oég(l) = ZOQ Clebl -5°C S T S 500)
= (041(1) a1l -+ 041(2) * 921 -+ 041(3) . a31)
by(=5°C < z < 5°C)
= (0.8-0.12+0.4-0.03+0.3-0.015) - 0.05
= 5625 1073
Oé2(2) = Zal &ngg —-5°C S T S 500)
= (0.15-0.12+0.5-0.03—|—0.3-0.015) -0.7
= 2. 625 1072
Oé2(3) = Zal &]363 —-5°C S i S 500)

«105-0.12-+0.14103-+0f141015)-(14
6.000- 1074

1
ay) ©
0
a2) ©

0
ad) ¢

Eteenpdain-algoritmin  hi-

lan alustus

0 2 0.0¢
a@) <2

07 7
a@B) ¢~ °

0.01!

Hila ensimmdisen pdivdin
jalkeen

o) L .
=\l
0
a(2) x% 2.6:1072

a(3) 0.015 6.0107

Hila toisen paivdan  jal-

keen



Kolmas paiva
Jatketaan jo tutulla tavalla eteenpéin. x3 < —5°C.

3

Oég(l) = ZOKQ(]) . ajlbl(—SOC' S T S 5OC)
j=1

= (ag(l) - a1 + 2(2) - ag + a2(2) - az)
by (x < =5°C)

= (0.8-5.625-107% 4 0.4 -2.625 - 1072
4+0.3-6.000- 107*) - 0.8

= 1.2144-1072 o) L 01254107 12107
« (2) = ia () a; b (_500 < x < 500) (1(2) 96_ < zxg‘;xg 14.10_3
YT g e R VAV
o) 0.0153.68:10 °9.4-10"*

= (0.15-5.625-107% +0.5 - 2.625 - 102
+0.3-6.000 - 107%) - 0.1
= 1.4149-107°

3
Oég(?)) = ZOKQ(]) . CLj3b3(—5OC <z < 500)
j=1

Hila vitmeisend pdivdnd

= (0.05-5.625-107% +0.1-2.652- 1072
40.4-6.000- 107*) - 0.3
= 9.4387-107*

Nyt olemme saaneet lasketuksi tehtdvin ratkaisuun tarvittavat suureet. Sijoitetaan
luvut kaavaan:

as(1
P(gs =511 g0 = 51,21,22,23,\) = ﬁ
i=j 43
- 121441072
1.2144-1072 4+ 1.4149 - 1073 +9.4387 - 104

= 0.8874

Palatessa on siis 89 % todennékoisyydelld aurinkoista. Samalla tavalla voidaan laskea
pilvisen sidin todennikoisyys 10 % ja sateisen sdéin todennikoisyys 1 %.

b) Halusimme vield arvata, mikd oli todennéikoisin siddsekvenssi poissa ollessamme.
Tamaén voimme hoitaa Viterbi-algoritmilla, joka on hyvin samankaltainen eteenpéin-
algoritmin kanssa. Nyt vain joka tilassa lasketaan todennakoisyys parhaan reitin kaut-
ta sen sijaan ettd summattaisiin kaikkien reittejen yli.



Viterbi: Lahtopaiva
Alustetaan hila samalla tavalla kuin eteenpéin-
algoritmissa:

do(1) =
(2 = 0
50(3) =

Viterbi: Ensimmaé&inen paiva

Paras polku kuhunkin tilaan tulee aurinkoisesta. Lah-
topaivan sddhan tiedettiin varmasti, joten muiden sia-
tilojen todennikoisyys on nolla. Merkitddn kuhunkin
tilaan, mistd todennikdisin polku tulee (1)(7)). Las-
kutoimitukset sindlliin ovat vield aivan samat kuin
eteenpiin-algoritmissakin.

n(1) = ay-bi(z>5°C)=0.8-0.15=10.120
01(2) = ay-by(z >5°C)=0.15-0.2 =0.030
0n(3) = a3 bz(x >5°C')=0.05-0.3=0.015
(1) = 1
n(2) = 1
i(3) = 1

Viterbi: Toinen pdiva
Valitaan tilaan tulevasta reitistd todennéakoisin:

(52(1) = max ((51(]) . ajlbl(—SOC' S s S 5OC>)
J

= max (01(1) - a1, 61(2) - as, 01(3) - azy)
by (=5°C < 2 < 5°0)

= max (0.8-0.12,0.4-0.03,0.3 - 0.015)
-0.05

= max (9.6-107%1.2-107%,45-107°)
:0.05

= 9.6-107%-0.05=4.8-10"°

Po(1) = argmax(di(j) - ajibi (—5°C <z <5°C))

J

=1

5(1) 2

0
5(2) °

0
5(3) *

Viterbi-algoritmin
alustus

s o Ok
0 0.02
52) *
0
5(3) * 0.01!

hilan

Viterbi-haku ensimmdi-

sen pdivdn jalkeen



02(2)

a(3)

max ((51(]) : CLijQ(—5OC S T S 5OC>)
J

max (0.15 - 0.12,0.5 - 0.03,0.3 - 0.015)
0.7

max (1.8-107%,1.5-107%,4.5-107%)
0.7

1.8-107%-0.7=1.26-10""
argmax(d1(j) - a;jobe(—5°C <2 <5°C))

J

1
max (51(]) . &jgbg(—E)OC S T S 500))
J

max (0.05 - 0.12,0.1 - 0.03,0.4 - 0.015)
0.4

max (6.0 -107%,3.0-107%,6.0 - 107%)
0.4

6.0-107%-04=24-10"

argmax(01(7) - ajsba(—5°C < <5°C))
J

3

-3
0.12 4.810
sa) F St _ %

0 .
52) * AN 1.310°

0.03

° e -3
5(3) 0.015 2.4-10

Hila toisen pdaivdn  jal-
keen

Laskettaessa 19(3) huomataan, ettd kahdesta paikkaa (tilat 1 ja 3) pddstddn yhta
todennékoisesti tilaan 3. Téassd tapauksessa paras paluureitti ratkaistiin arpomalla
naiden kahden vililla ja tulokseksi saatiin 3.

Viterbi: Kolmas paiva

Valitaan tilaan tulevasta reitistd todennakdoisin:

d5(1)

(1)

mjax (02(4) - ajbi(x < =5°C))

max (92(1) - a1y, 62(2) - ag, 02(3) - az1)
by (z < =5°C)
max(0.8-4.8-107%,0.4-1.26 - 1072,
0.3-2.4-107%)-0.8

max (3.8-107%,5.0-107°,7.2-107*)
0.8

4.0-1073

argmax(0s(j) - ajnbi(z < 5°C)) =2
J



03(2) = max (5(5) - ajabs(e < —5°C))

= max(0.15-4.8-107%,0.5-1.26- 1072,
0.3-2.4-107%)-0.1
= max (7.2-107%,6.3-107%,7.2-107*)

0.1
-3

= .1073. = .1074 012 4810 _

= 6.3-107°-0.1=6.3-10 s P L 116
2(2) = argmax(01(j) - ajobe(2<=5°C)) = 2 52 © \/é. 6.3.10"

J 0.03 :

43(3) = max (02(7) - ajsbs(z < =5°C")) 33) * o 21’ 22:10°

= max(0.05-4.8-1073,0.1-1.26 - 102 Viterbi-haun hila viimes-

send paivand

0.4-2.4-107%)-0.3

= max (24-107%,1.3-107%,7.2-107%)
0.3

= 216-107*

Ua(3) = argmax(8,(j) - aby(e<—5°C)) =2
J

Valmiista hilasta voidaan hakea todennékéisin tilasekvenssi: aloitetaan kaikkein to-
dennikoisimmésti lopputilasta ja seurataan nuolia alkuun pdin. Nyt siis ndyttaisi
siltd, ettd aurinkoisen lahtopéivin jialkeen Turussa on ollut aurinkoista, pilvista ja
taasen aurinkoista.

Yhteenveto: Mitd eroa eteenpdin-algoritmilla ja Viterbi-haulla

Eteenpiin-algoritmi hakee oikean todennékoisyyden kullekin tilasekvenssille. Sen avul-
la ei kuitenkaan pysty hakemaan parasta polkua hilasta.

Viterbi-haulla tilatodennikoisyydet ovat vain approksimaatioita. Tata algorimia kui-
tenkin kiytetddn paljon juuri sen takia, ettd silla pysytytadn 16ytadméasan paras polku.

Laskennallisesti algoritmit ovat yhta raskaita, eteenpéin-algoritmin summaus on vain
Viterbi-haussa vaihtunut maksimoinniksi.



