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1. FOREIGN STUDENTS

Lectures and slides are in Finnish.

Exercises are held in Finnish but the problems and their solutions are
published in English. Course assistants do speak English.

To pass this course you need to 1) pass the exam and 2) do the course
assignment.

For more information, see
http://www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.231 /index_en.shtml



2. YLEISTA KURSSISTA

2.1 Kurssin suorittaminen

Kurssin suorittaminen sisaltaa pakollisen harjoitustehtavan ja tentin.

2.2 llmoittautuminen

[Imoittautukaa kurssille www-topin avulla.

2.3 Tiedotukset

Kurssista tiedotetaan webissa http://www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.231,
ryhmdssa news://nntp.tky.hut.fi/opinnot.tik.informaatiotekniikka seka
Informaatiotekniikan laboratorion ilmoitustaululla kolmannen

kerroksen aulassa B-kaytavan suulla.


http://www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.231
news://nntp.tky.hut.fi/opinnot.tik.informaatiotekniikka

2.4 Luennot

Luennot pidetdaan maanantaisin kello 10-12 salissa T2.

Luennoitsija erikoisopettaja DI Vuokko Vuori
(vuokko.vuori@hut.fi).

Luentokalvot ovat luennon jalkeen nahtavilla osoitteessa
http://www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.231/kalvot.pdf.

Luennoitsijan vastaanotto ennen luentoja maanantaisin kello 9-10 Informaa-
tiotekniikan laboratorion kirjastossa tai kahvihuoneessa. Tapaamisesta kan-
nattaa sopia etukateen sahkopostitse.

2.5 Laskuharjoitukset
Laskuharjoitukset maanantaisin kello 14-16 salissa T3 alkaen 23.9.2002.
Harjoitukset pitdd DI Markus Koskela (markus.koskela@hut.fi).

Harjoitustehtavat ovat jo ennakkoon nahtavilld osoitteessa


file:vuokko.vuori@hut.fi
http://www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.231/kalvot.pdf
file:markus.koskela@hut.fi

http:/ /www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.231 /laskarit2002.shtml.
2.6 Kirja

Kurssikirjaksi on kaksi vaihtoehtoa:

1) Sergios Theodoridis, Konstantinos Koutroumbas:
Pattern Recognition, Academic Press, 1998. (Hyva uusi oppikirja)

2) Robert Schalkoff:
Pattern Recognition — Statistical, Structural and Neural Approaches,
John Wiley & Sons, 1992. (Kurssin vanha oppikirja)

1. kirjan hinta eri kaupoissa:

http://www.harcourt-international.com/ noin 43 brittipuntaa (sis. kuljetus)
http://www.amazon.com/ noin 63 US dollaria

http://www.amazon.co.uk/ noin noin 40 brittipuntaa

Yliopiston kirjakauppa TKK, tilattu, tullee 4-6 viikossa, hinta

noin 60-70 euroa


http://www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.231/laskarit2002.shtml
http://www.harcourt-international.com/
http://www.amazon.com/
http://www.amazon.co.uk/

2. kirjan hinta eri kaupoissa:
http://www.amazon.com/ noin 107 US dollaria
http://www.amazon.co.uk/ noin 45 brittipuntaa
Yliopiston kirjakauppa TKK, jaljella muutama kappale,
hinta noin 60-65 euroa

Kirjojen tutustumiskappaleet ovat nahtavilla Informaatiotekniikan laborato-
rion kirjastossa ja laboratorion sihteerin Tarja Pihamaan huoneessa B326
olevassa harmaassa peltisessa vetolaatikostossa. Tutustumiskappale pitaa pa-
lauttaal

2.7 Luentomonisteet

Laskuharjoitukset ratkaisuineen ja luentokalvot ilmestyvat opetusmonisteina.
Ala turhaan tulosta WWW-sivuilla olevaa materiaalia!

Materiaalia voi myos lainata luennoitsijalta ja assarilta itse kopioitavaksi.


http://www.amazon.com/
http://www.amazon.co.uk/

2.8 Suhde vanhaan Tik-61.131-kurssiin

Kurssi korvaa vanhan samannimisen kurssin Tik-61.131, jonka laajuus oli
2,5 ov ja joka ei sisdltanyt pakollista harjoitustyota.

2.9 Tentti

Tentteja jarjestetaan kaksi: ensimmainen 9. joulukuuta ja toinen tammi-
helmikuussa. Lisaksi vuoden 2003 syksyn alussa jarjestdan tentti.

Tentissa on 4 tehtdvaa a 6-12 pistetta, yhteensa 30 pistetta. Yksi tehtavista
on essee (6), yksi koostuu useista pienista sanallisista tehtavista (12) ja loput
ovat laskutehtavia (yht. 12).

Tentissa saa olla mukana matemaattinen kaavakokoelma ja tavallinen funk-
tiolaskin. Kumpaakaan tuskin tarvitsee.



2.10 Harjoitustehtava

Kurssin suoritukseen kuuluu pakollinen harjoitustehtava, joka arvostellaan
hyvaksytty /hylatty-periaatteella. Harjoitustehtdvd on saatava hyviaksytysti
lapi tammikuun 31. pdivaan mennessa.

Huom! Harjoitustyon tulee olla tehtynad ennen kevdan ja ensi vuoden
alkusyksyn tenttiin osallistumista.

Harjoitustehtavan aiheet ovat esilld osoitteessa
http://www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.231/harjtyo2002.shtml.

Harjoitusty6hon liittyvissd asioissa ottakaa yhteyttd kurssin assis-
tenttiin (matti.aksela@hut.fi).


http://www.cis.hut.fi/Opinnot/T-61.231/harjtyo2002.shtml
file:matti.aksela@hut.fi

3. JOHDANTO

3.1 Mita on hahmontunnistus?

e Hahmontunnistus on tieteenala, jossa pyritdan luokittelemaan tehtyja
havaintoja (hahmot) erilaisiin kategorioihin (luokat)

o Keskeisia ongelmia ovat tiedon (mittaukset, havainnot) pelkistys
(esikasittely), tiedon kuvaus (piirreirrotus), ja tiedon luokittelu tai
muu kuvaus (tunnistus)

e Hahmontunnistukseen liittyvia tieteenaloja: digitaalinen signaalin
kasittely, tekoaly, neuraalilaskenta, optimointioppi, estimointiteoria,
sumea logiikka, strukturaalinen mallintaminen, formaalit kielet,
kieliteknologia



3.2

Sovelluksia

Digitaalisten kuvien kasittely, tietokonenakd, esim. satelliittikuvien
tulkinta

Puheen tunnistus, painetun ja kasin kirjoitetun tekstin tunnistus

Henkiloiden tunnistus puheen, sormenjalkien, nimikirjoituksen tai
silman iriksen perusteella

Ladketieteellisten mittausten analysointi
Tietokoneavustettu paatoksenteko

Laadunvalvonta, lajittelu, esim. reikd paperirainassa, palautuspullojen
kasittely.

Postin ja pankkitositteiden automaattinen kasittely

... ja vaikka mita muuta!



3.3 Tunnistusjarjestelma

Tyypillinen tunnistusjarjestelma:

Fossible algorithm feedback or interaction

(Statistical)
—l Classification L
Observedworld ¥ ¥ Y | 7] eleorithm Classification
patterndatap, | - Preprocessing Feature/
» Sensor/ and N primitive )
transducer enhancement extraction |Syntactic)
algorithm N
Description -
Measurement, m; algori?hm Description

e Edellisten lisdksi tarvitaan opetus- ja testidataa

o Esikasittelyn tarkoituksena on korostaa oleellista mittausinformaatiota
ja helpottaa piirreirrotusta



Piirteet ja niiden véliset suhteet ovat hahmon representaatio, jonka
perusteella hahmo voidaan luokitella tai kuvata

Hahmon representaatio voi olla esim. vektori, matriisi, puu, graafi,
merkkijono

Luokitin voi perustua erilaisiin laskennallisiin tekniikoihin (tilastolliset
ja geometriset menetelmét, neuroverkot, jne...)

Kysymykset joihin etsitdan vastauksia: “Mitka hahmoista ovat keske-
naan samankaltaisia?’, “Kuinka monta ja millaisia ryhmia hahmot
muodostavat?”

10



Kaaviokuva suunnittelusta:

I I B A

patterns feature feature classifier system

sensor » . > . . .
generation selection design evaluation

Tunnistusjarjestelman suunnittelu on iteratiivinen prosessi, jossa keskeisia ky-
symyksia ovat:

11

Mita mitataan ja milla laitteilla?

Millaisia piirteita mittauksista voidaan laskea, mitka piirteet kuvaavat
hyvin hahmoja?

Mitka piirteista ovat tehtavan kannalta oleellisia? Mitka ovat parhaita?
Kuinka monta tarvitaan?

Millainen luokittelutekniikka soveltuu tehtavaan parhaiten?

Kuinka hyvin luokitin toimii opetus- ja testidatalla, kuinka yleisia
saadut tulokset ovat?



3.4

Esikdsittely ja normalisointi

Onnistunut esikasittely helpottaa piirreirrotusta ja parantaa luokittelu-
menetelman toimivuutta: parempia piirteitd, nopeampi oppiminen,
yleisempia tuloksia

Esikasittely- ja normalisointimenetelmien valinta riippuu siita, millaisia
piirteitd halutaan laskea ja mita luokittelutekniikoita kaytetdan

Menetelmien valinta riippuu erittdin paljon sovelluksesta, erilaisia me-
netelmia I0ytyy mm digitaalisen signaalin- ja kuvankasittelyn piirista

Tyypillisia menetelmia: ns. outlier ja puuttuvien mittausten kasittely
(hylkays, heuristinen tai tilastollinen paattely), varianssien ja odotus-
tusarvojen normalisointi, pAdkomponenttianalyysi, arvoalueen skaalaus
(esim. lineaarinen, softmax)

12



e Softmax-skaalaus:

1 N
Ty = N xzkak 1a27 7l
i=1
1 N
Tik — Tk
¥= rog
R 1
Tik —
"7 1+ exp(—y)

(k.:n piirteen kasittely, piirteitd yhteensa [ kappaletta) Skaalaus rajoit-
taa arvot vilille [0, 1]. Parametri r saatelee aluetta, jossa skaalaus on
lineaarinen.



softmax-skaalaus

15
1 /
05
0
-05
=10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Paakomponenttianalyysi kasitellaan tarkemmin laskareissa

14



e Erilaisia hahmojen vaaristymia:

7N
f\w

g petlern Dilaton Imagrefication Disparement |bransaton Rutaton

-
[l

-

J
t

2

Figure 4; Dxamples of pattern distortions (vieual patterns).
(a) Geomotric distortions of visunl [image) patterns-square.
(b} Geometric distortions of grid pettern
{¢] Geometrie distortions of character patterns
(d) More extreme pattern digtortions (missing parts and extra
marts| nsing the patberns of parts (a) to (o).

gu_r_#_
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3.5 Piirrevalinta

e Piirteet valitaan siten, etta ne kuvaavat hyvin tarkasteltavia hahmoja ja
saavat samankaltaisia arvoja luokkien sisilla ja erilaisia arvoja luokkien
valilla

e Piirteet voivat olla symbolisia tai numeerisia, jatkuva-, diskreetti- tai
binaariarvoisia

e Piirteet pyritdan valitsemaan siten ettd ne ovat invariantteja erilaisille
vaaristymille ja mittausolosuhteiden muutoksille (esim. skaalaus,
rotaatio, translaatio, valaistus)

e Piirteiden valinta riippuu sovellutuskohteessa!
e Piirteiden valinnalla on ratkaiseva vaikutus luokittelun onnistumiseen

e Hyvien piirteiden valintana sopivia menetelmia: tilastollinen testaus,
“receiver operating characteristic (ROC) curve”, erilaiset luokkien
separoituvuusmitat

16



ROC-kayra:

17

e Kertoo kuinka paallekkaisia luokkien jakaumat ovat yhden piirteen suh-
teen

Oletus: hahmo kuuluu luokkaan wy, jos piirre x < 0, tai, luokkaan wo,
jos x > 0, kokeillaan #:lle erilaisia arvoja

e o () on tn, ettad luokitellaan hahmo virheellisesti luokkaan wy (w;)

e Kun jakaumat ovat tdysin paallekkaiset, « =1 — (3

Mita vahemman paallekkaisyytta, sitd suurempi alue ROC-kdyran ja
edelld mainitun suoran valilla



=¥
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“Ambiguity function”:
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e Useamman kuin kahden luokan separoituvuusmitta laskettuna useam-

man kuin yhden piirteen suhteen

Jaetaan piirteen arvoalue K:ksi intervalleiksi A;, P(A;) on tn, ettd
kyseiselta intervallilta on havaintoja, P(w;|A;) on luokan ehdollinen
tn kyseisessa intervallissa, luokkia M kappaletta

=3 ) P(A)Plwil &) logy (P(wilA))

i=1 j=1

Kun luokkien jakaumat ovat tdysin paallekkaiset, A = 1, kun jakaumat
ovat taysin erilliset, A =0

Tarvittavat tn:t on helppo estimoida datasta

Todistus laskareissa



Piirrejoukon valinta

Luokkien separoituvuutta eri piirrevalinnoilla voidaan siis mitata, mutta kuin-
ka valita paras [:n piirteen osajoukko m:sta piirteesta?

e Vaihtoehtoja on runsaasti, kun [:kdan ei tunneta:
m
: 1
=1

eli kaikkia vaihtoehtoja ei yleensa voida evaluoida

20
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e Erds piirteiden valisiin korrelaatioihin perustuva tekniikka:

— Laske piirteiden valiset korrelaatiot:

N
> ne1 TniTnj

Pij =
RV D
n=1*"n1 n=1“nj

— Valitse luokkien separoituvuusmitta C'

— Laske C' kaikille piirteille erikseen, jarjesta paremmuusjarjestyk-
seen, valitse parhaan C':n tuottama piirre z;,

— Valitse seuraava piirre x;, siten etta
io = argmax{aiC(j) — aslpul}, J # i

a1 ja ag ovat 'hihavakiota’



— Valitse z;,, k =1,..., [ siten etta

k—
i) = arg maX{oqC’

jAi,r=1... k-1

— Variaatio: kadytetaan kahta separoituvuusmittaa. Silloin

ir, = argmax{a1C1(j) + aaCs(j
j

jAi,r=1,... k-1

22



3.6 Tunnistusmenetelmit

Tunnistusmenetelmat voidaan jakaa erilaisiin ryhmiin. Yksi tarked jakoperus-
te on oppimisperiaate:

Ohjaamaton oppiminen

e Hahmojen luokkia ei tiedetsd etukateen

e Tavoitteena on muodostaa hahmoista ryhmia, joiden sisdlla hahmot
ovat samankaltaisia ja joiden valilld on selkeitd eroja (klusterointi)

Optimoitava funktio on klusteroinnin onnistumista kuvaava mitta

Aina ei tiedetd edes ryhmien lukumaaraa

Vector describing
state of the
environment

=) Learning
system

Environment

23



Ohjattu oppiminen
e Hahmojen luokat tunnetaan etukateen

e Tavoitteena on muodostaa kuvaus piirreavaruudesta luokka-avaruuteen

e Optimoitava funktio perustuu kuvauksessa tapahtuviin virheisiin

Vector describing
state of the
environment

Environment Teacher

Desired
response

/ Actual +
Learning | résponse ¥
system _

>

Error signal

24



Vahvistusoppiminen

e “Reinforcement learning”

e Ohjatun ja ohjaamattoman oppimisen valimuoto: luokkia ei tunneta,
mutta onnistumisesta saadaan positiivista ja epdonnistumisesta nega-
tiivista palautetta

Primary
reinforcement

State (input)
vector

Environment Critic

Heuristic
reinforcement

Y

Learning
system

Actions

25



Jaottelu voi perustua myos kaytettyihin laskennallisiin tekniikoihin

Geometriset menetelmait

e Piirreavaruus jaetaan joko lineaarisesti tai epalineaarisesti osiin, jokai-
nen osa vastaa tiettya luokkaa

e Esim. hypertasot, Fisherin diskriminantti, SVM

Neuroverkkomenetelmat

e Ns. “black box"-menetelma, joka tekee epalineaarisen kuvauksen
piirreavaruudesta luokka-avaruuteen

e Jarjestelman tulkinta hankalaa

e Esim. MLP, RBF, SOM

26



Tilastolliset menetelmat
e Piirteita kasitellaan tilastollisina muuttujina
e Tunnistus perustuu riskin odotusarvon minimointiin

e Menetelmissa tarvittavien tnjakaumien estimointi voi olla hankalaa

Syntaktiset menetelmat
e Hahmot esitetdaan esim. formaalin kielen tuottamina merkkijonoina
e Tunnistus perustuu jasentdmiseen

e Jos jasennys ei onnistu, on vaikea erotella hyvia ja huonoja vastauksia

27



Rakenteelliset menetelmat
e Hahmot esitetdan esim. graafien avulla
e Tunnistus perustuu graafien vertailuun

e Suurien graafien vertailu laskennallisesti raskasta

Malleihin perustuvat menetelmat
e Luokat esitetdan tyypillisten, mallihahmojen (prototyypit) avulla

e Tuntematonta hahmoa verrataan malleihin ja tunnistus tehdaan
samankaltasimpien mallien perusteella

e Vertailu laskennallisesti raskasta ja muistinkulutus korkea, jos malleja
on runsaasti

28



3.7 Evaluointi

Tunnistusjarjestelmaa evaluoidaan, jotta tiedetdan kuinka se suoriutuu tositi-
lanteessa. Lisaksi evaluointi on laheisesti kytketty kaikkiin muihin jarjestelman
suunnitteluvaiheesiin.

Virhetn:n estimointi:
e tutkitaan kuinka monta virhettd syntyy testidatalla luokkaa kohden

e Kun oletetaan, ettd hahmot ovat toisistaan riippumattomia, luokan a
priori tn on P(w;) ja luokasta w; on NN; ndytettd, tn ettd k; naytettd
tunnistetaan virheellisesti on

N\ o k,
P(k; virhett3) :( )Pf”(l—PZ-)N%’“%

ki

e Yksittdisen luokan w; todellista virhetn:ttd P; ei tunneta

29



Yksittaiselle luokalle suurimman uskottavuuden (ML) estimaatti
virhetn:lle on

Kun luokkia on M kappaletta, ML- estimaatti kokonaisvirhetn:lle on
M e
; (W)

ML-estimaatti on harhaton ja sen varianssi on

M
P(1-P)
GMATE
i=1

%
eli estimaatti on sitd tarkempi, mitd enemman luokista on naytteita

Todistuksesta tarkemmin laskareissa

30
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Jos halutaan, ettd estimaatti poikkeaa korkeintaan e:n verran todelli-
sesta virhetn:sta tietylla riskilla a, mika on testidatan vahimmaismaara
N7

prob{P > P+ ¢(N,a)} < a

Kun oletetaan, ettd ¢(N,a) = P, voidaan edellisestd yhtalosta
approksimoida yla- ja alarajat N:lle.

Tyypillisesti a = 0.05 ja 5 = 0.2. Silloin

100

N
P

esim. P =0.01, N = 10000
Huomaa, tulos ei riipu luokkien lukumaarasta

Jos testidatan naytteet eivat ole riippumattomia, testidataa tarvitaan
enemman



Opetus- ja testidata
Mita enemman ndytteitd kdytetdaan opetuksessa, sitd paremmin tunnistus-
jarjestelma pystyy yleistamaan, pienella testijoukolla vaarana “ylioppiminen”

Mitd enemman naytteitd kaytetdan evaluointiin, sita luotettavammat esti-
maatit virhetn:ille

Rajoitettu maara dataa, kuinka tehdaan jako opetus- ja testidataksi?

Erilaisia |ahestymistapoja:
e Kiytetddn samaa dataa sekd opetukseen ettd testaukseen ('resubsti-
tution’). Tulokset ylioptimistisia (seuraava kuva)

e Erilliset opetus- ja testidatat. Tulokset realistisempia, sopiva jako 10ytyy
esim. kokeilemalla

32



e “Leave-One-Out”. Opetus tehddan kaikilla paitsi yhdelld naytteelld,
jota kaytetdaan testaukseen. Toistetaan kaikilla mahdollisilla osajoukoil-
la. Laskennallisesti raskasta!

e ‘“Leave-k-Out”. Variaatio edellisesta. Ei kdyda valttamatta lapi kaikkia

osajoukkoja
Py
\\ — Leave-one-out
\ \/
\\x‘x‘
— _t_____ — -
Pe _/ /’f-f__
ll" . -
/ . Resubstitution
¢
i
/
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4. TILASTOLLINEN HAHMONTUNNISTUS

Tilastollisissa hahmontunnistusmenetelmissa piirteita tarkastellaan
tilastollisina muuttujina

Luokittelussa kaytetaan hyvaksi seuraavia tietoja: luokkien a priori
tn:id, luokkien ehdollisia tnjakaumia ja tehtyja havaintoja eli opetusdataa

Hahmon luokka valitaan korkeimman a posteriori tn:n tai siita johdetun
funktion mukaisesti tai minimoimalla paatokseen liittyvan riskin
odotusarvoa

4.1 Ongelman asettelu

e Hahmo esitetaan piirrevektorin x € R™ avulla

e Hahmot halutaan jakaa M:dan luokkaan wy,...,wy,
e Luokkien a priori tn:t ovat P(wy),..., P(wy)
e Luokkien ehdolliset tnjakaumat ovat p(x|w;),. .., p(x|wa)
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Jos edelld mainittuja tn:id ja tnjakaumia ei tunneta, ne voidaan
estimoida opetusdatasta:

— Kun opetusndytteita yhteensd N kpl ja luokasta w; niita on
N; kappaletta, P(w;) = N;/N

— Luokkien ehdollisten tnjakaumien estimointia kasitelldan
myOhemmin

Mitka ovat luokkien a posteriori tnjakaumat?

Ol., etta jokaisen luokittelutapahtumaan voidaan liittda kustannus:
Mitka ovat eri paatosten riskien odotusarvot?

Jaetaan piirreavaruus osiin Ry, ..., Ry, ja tehddan luokittelupaatos
seuraavasti: jos x € R;, valitaan luokka w;

Mitka ovat eri luokkia vastaavat alueet piirreavaruudessa, mitka ovat
aluejaon kriteerit?



4.2 *“Bayes Decision Theory”
e Optimaalinen tapa suorittaa luokittelu
e Tarkastellaan aluksi kahden luokan, w; ja w, tapausta

e Kayttien Bayes-sdantoa (Bayes rule) a posteriori tn:t saadaan lasket-

tua seuraavasti:
p(x|wi) P(w;)

Pk =00

(1)

missa
2

p(x) =Y p(x|w;) P(w:) (2)

=1
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e Jaetaan piirreavaruus osiin Ry ja Rs siten, ettd valitaan aina se luokka,
jonka a posteriori tn on korkeampi. Luokittelu tehdaan siis seuraavasti:

Jos P(wy|x) > P(ws|x), x kuuluu luokkaan w;

(3)

Jos P(w]x) < P(wz|x), x kuuluu luokkaan ws

e Edellinen saant6 voidaan kirjoittaa kayttden kaavaa (1) ja jattamalla
irrelevantti p(x) pois myds nain:

p(x|wi) P(w1) 2 p(x|ws) P(w2) (4)
e Jos luokkien a priori tn:t ovat samat, saadaan:
p(x|wr) 2 p(x|ws) ()

e Kohtaa, jossa luokkien a posteriori tn:t ovat samat, kutsutaan paatos-
rajapinnaksi ja se jakaa piirreavaruuden alueiksi R; ja Rs
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Luokitteluvirheen tn:n minimointi

e Taydellisen, virheettéman luokittelun saavuttaminen ei ole aina edes

teoriassa mahdollista

e Luokitteluvirheen tn voidaan laskea seuraavasti:

Pe:P(XE RQ,W1)+P(X€R1,w2)

e Edellinen kaava voidaan kirjoittaa myds nain:
P = P(X € R2|w1)P(w1) + P(X € R1’w2)P(w2>

= P(w;) p(x|wr) dx + P(ws) p(x|ws) dx
Ry Ry

:/RQP(wﬂx)p(X) dx+/ Plws[x)p(x) dx

Ry

e Koska Ri:n ja Ry:n unioni kattaa koko piirreavaruuden,

/ Pler[x)p(x) dx + / P(wr[)p(x) dx = Pwy)
Ry

Ro

39
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e Yhdistamalld kaavat (7) ja (8) saadaan:
Po= P = [ (Pl = Plobpx ic ()

e Edellisestd nahdadan helposti, ettda P. minimoituu silloin, kun

Ry : P(wi|x) > P(wq]x)

RQ : P(CUQ‘X> > P(W1’X), (10)

e Useamman kuin kahden luokan tapaukselle voidaan johtaa vastaavalla
paattelylla luokkiteluvirhetn:n minimoiva paatossaanto:

R, : P(w;|x) > P(wj|x) Vj #i (11)
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Riskin odotusarvon minimointi

e Luokitteluvirhetn minimointi ei ole paras suunnittelukiriteeri, silloin jos
erilaisiin luokittelupaatoksiin liittyy erilaiset riskit,
esim. “Onko palohalytys oikea vai pelkka testi?”

e Liitetddn kaikkiin luokittelutapahtumiin (x € R;, oikea luokka wy)
kustannuskertoimet \;, jotka voidaan koota matriisiksi L(k,7) = Ay

o luokkaan wy liittyva riski:

Ty = ZA,”/ (x|wy) dx (12)

missa M on luokkien lukumaara
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e Kuinka valita piirreavaruuden jako siten, etta riskin odotusarvo r
minimoituu?

M
r= Z i P(wi)
k=1

" o (13)
=3 [ (3 Awplctan) Plen)ix
i=1 Y =1
e 7 minimoituu seuraavalla jaolla:
X € R;, JOSll<ZJVJ7éZ
(14)

M
b =Y Nemp(x|wi) P(wy)
k=1

e Huom! Jos valitaan \y; = 1 — dy; (0x; on Kroneckerin delta-funktio),
minimoidaan luokitteluvirhetn:tt3
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e Kahden luokan tapaus:

— Eri paatoksiin liittyvat kustannusten odotusarvot:

L = Ap(x|wr) P(wr) + Aaip(x|ws) P(ws)

Iy = M iop(x|wr) P(w1) + Aaop(x|ws) P(ws) (15)

— Valitaan luokka wy, kun {; < ly:

(A21 — Ag2)p(X|w2) P(w2) < (A2 — Aun)p(x|wi) P(wi)  (16)

— Yleensa \;; > \;;. Silloin:

R : p(x|w) _ P(w2) Ao — Ao

p(x|wa) = P(wi) M2 — A (17)
R, : p(x|lw1)  P(w2) Ao — Ao

P(X|w2) P(w1) A2 — A1

(a posteriori tnjakaumien suhde on ns. “likelihood ratio”)



e Esimerkki 1:

— Tarkastellaan kahden luokan, w; ja wo, ongelmaa ja oletetaan,
ettd p(z|wy) ~ N(0,1/2) ja p(x|ws) ~ N(1,1/2) eli

1 2
p(zfwr) = ﬁexp(—ﬂf )

plalwn) = %exm—(m —1)?)

ja etta luokkien a priori tn:t P(w;) ja P(w,) ovat samat

— Silloin luokitteluvirhetn:n minimoiva paatdsraja on
71 exp(—a2?) = exp(—(z — 1)?) eli zyp = 1/2
(katso kaava (11))
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— Kun kaytetdan seuraava kustannusmatriisia L:

0 05
L—L.o 01’

zo: exp(—2?) = 2exp(—(z—1)) elizg = (1-1n(2))/2 < 1/2
(katso kaava (16))
— Huom! Jos luokkien a priori tn:t eivat ole samat, P(w;) S P(ws),

siirtyy paatosraja myoskin vasemmalle tai oikealle

e Esimerkki 2:
— Palohilytyksen luokittelu eli juostaanko ulos (tulipalo) vai jaddaan-
ko sisalle ihmettelemaan (vaara halytys)?
— Olkoot w; = "“tulipalo”, ws = “vaara halytys”

— Oletetaan a priori tn:n sille etta talossa on tulipalo olevan 1 paiva
10:ssd vuodessa eli P(w;) = 1/3650 ja P(w2) = 3649/3650



Piirrevektori x koostuu esim. seuraavista havainnoista: kuinka iso
osa muista ihmisista santaa ulos, kuinka sakeaa on savu, nakyyko
liekkeja jne

p(x|w1) ja p(x|ws) arvioidaan aikaisempien kokemusten pohjalta
Liitetaan eri luokittelupaatoksiin seuraavat ajassa mitatut kustan-
nukset: A\;; = "kymmenen vuoden tulot ja 1 tunti pihalla”, A5 =
"kymmenen vuoden tulot ja 60 vuotta loppuelamastd”, Aoy ="1
tunti pihalla”, Ay =0

Kaavan (16) perusteella riskin odotusarvo minimoituu,kun paatos
tehdaan seuraavasti:

p(x|wr) 3649
p(x|wz) = 525599
vaara halytys : muulloin

~ 0.007

tulipalo :

eli pelkkien havaintojen perusteella pitda olla reilusti yli 100-
kertainen luottamus siihen ettei ole tulipaloa, jos aikoo jaada
sisalle
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4.3 Diskriminanttifunktiot ja paatospinnat

47

e Edellisten tarkastelujen pohjalta tiedetaan, ettd kun luokittelu perus-

tuu joko luokitteluvirhetn:n tai riskin odotusarvon minimointiin, piir-
reavaruus jaetaan M:3an paatosalueeseen Ry, ..., Ry, kun luokkia
on M kappaletta

Mikali luokkia w; ja w; vastaavat, luokitteluvirheen tn:n minimoivat
paatosalueet ovat R; ja R;, maaritellddn paatospinta (decision boun-
dary, decision surface) seuraavasti:

Plwilx) = Pwjlx) =0 (18)

Toisella puolella paatospintaa erotus on positiivinen ja toisella
negatiivinen

Toisinaan on laskennallisesti kdatevampaa esittda paatospinnan yhtalo
diskriminanttifunktioiden g¢;(x) = f(P(w;|x)) avulla. f(-) voi olla
mikd tahansa monotonisesti kasvava, jatkuva funktio



e Talléin minivirhetn:n tuottama paatdssaantd (11) saa seuraavan
muodon:

Ri: gi(x) > g;(x) Vj # i (19)

ja paatospinnat on maaritelty seuraavasti:

9i5(x) = gi(x) — g;(x) = 0 (20)
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4.4 Bayesildinen luokitin normaalijakaumille

Millaisia paatospintoja syntyy, kun luokat ovat normaalijakautuneita?
e [-uloitteisen, luokkaan w; kuuluvan piirrevektorin x normaalijakauma:

1

p(x|w;) = e eXP(—%(X — ) S (x =), (21)

missa f; ja 23; ovat luokan w; odotusarvo ja kovarianssimatriisi
i = Elx] (22)
3 = E[(x — i) (x — )" (23)

e Paitospinnan yhtalosta tulee katevampi, kun lasketaan diskriminantti-
funktiot kayttden In(-)-funktiota:

P(X|Wv:)P(Wi))
p(x) (24)
= In(p(x|w)i)) + In(P(w;)) — In(p(x))

gi(x) = In(
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e Sijoittamalla kaava (21) edelliseen kaavaan saadaan:

106) = =5 0x = ) TS (= ) + In(Pln))

l

; (25)
i = —5In(2m) — 5 In(|) + In(p(x)

e Huom! paatéspinnat g;;(x) ovat kvadraattisia
e erikoistapauksia: Seuraavissa tarkasteluissa oletetaan, ettd luokkien
kovarianssimatriisit ovat samateli 3, =X Vi=1,..., M

Silloin kaavan (25) kvadraattinen osuus x?X; 'x ja vakiotermit ovat
kaikille luokille samat ja ne voidaan jattda huomioimatta

Diskrimananttifunktiot voidaan esittda seuraavasti:
9i(x) = W] x + wio
1
w; = X7, (26)

1 _
wio = In(P(w;)) — 5/%-T2 L
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eli paatospinnat ovat lineaarisia hypertasoja

Tapaus 1: Piirteet ovat toisistaan riippumattomia, piirteiden varianssit
ovat samat:

— Kovarianssimatriisi ¥ on muotoa X = ¢°I

Diskriminanttifunktiot ovat muotoa:

1
9i(x) = =i x + wio (27)

o2
— Paatospinnat ovat muotoa:

9i5(%) = gi(x) = g;(x) = W' (x = xo)

1 Plwi) | i — py
%0 = 2+ 115) — 0*In( L)
2 ! P(w;) s = 512

Geometrinen tulkinta: paatospinta on pisteen x( kautta kulkeva
suora, joka on kohtisuora vektoriin 1; — p1; nahden. Pisteen x
sijainti riippuu luokkien variansseista ja a priori tn:ista



— Yhteys minimietaisyys luokittimeen: Jos luokkien a priori tn:t ovat
samat, saadaan vastaava luokitin, kun luokitellaan x siihen
luokkaan, jonka odotusarvo on lahempana Euklidisen metriikan
mukaan. Etdisyyden tasa-arvokdyrdt ovat ympyroita

Tapaus 2: Piirteet ovat riippuvaisia toisistaan

— Pa&atospinnat ovat muotoa:

9ij (X ) 9( )—gj( x) = W' (x — o)

Xy = 1 Pwi)\ i —
Uit 1) o e — T

missd ||x|| = (x”"X7'x)"/2 on x:n ns X ~!-normi eli Mahalanobis-
etaisyys origosta

— Geometrinen tulkinta: paatdspinta on pisteen x, kautta kulkeva
suora, joka on kohtisuora vektoriin X ~*(u; — p;) nahden
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— Yhteys minimietaisyys luokittimeen: Jos luokkien a priori tn:t ovat
samat, saadaan vastaava luokitin, kun luokitellaan x siihen
luokkaan, jonka odotusarvo on ldhempana Mahalanobis-metriikan

mukaan. Etdisyyden tasa-arvokayrat ovat ellipseja, joiden akselien
suhde saadaan X~':n ominaisarvoista



Tapaus 1: Paatospinnan sijoittuminen

Ty

S ity

Rol
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Tapaus 1: Luokkien varianssien ja a priori tn:ien vaikutus paatospinnan
sijoittumiseen




Tapaukset 1 ja 2: Yhteys minimietdisyysluokittimeen
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5. TODENNAKOISYYSJAKAUMIEN
ESTIMOINTI

Edelld esitelty Bayesildinen luokittelusaanté ('Bayes Decision Theory') on
optimaalinen tapa suorittaa luokittelu, kun luokkien tnjakaumat tunnetaan

Kaytannossa tnjakaumia ei tunneta, vaan ne on estimoitava havainnoista

Voi olla, ettd tunnetaan tnjakauman tyyppi (esim. normaalijakauma), mutta
ei parametrejad (esim. odotusarvo, varianssi); tilanne voi olla myds taysin
painvastainen

Seuraavaksi kdydaan lapi menetelmia, joiden avulla voidaan estimoida tilas-
tollisessa tunnistuksessa tarvittavia tnjakaumia
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5.1 Suurimman uskottavuuden menetelma

"Maximum Likelihood Parameter Estimation’, ML-estimaatti
Tarkastellaan M :n luokan tunnistusongelmaa

Tehd3an seuraavat oletukset:

e Ol., ettd tunnetaan tnjakaumien p(x|w;) tyyppi ja ettd ne voidaan
maarittad parametrivektoreiden ©; avulla. Merkitaan siis p(x|w;; ©;)

e Ol., ettd eri luokista tehdyt havainnot eivat riipu toisistaan ja tnjakau-
mat voidaan estimoida erikseen luokkakohtaisesti

e Ol ettd tehdyt havainnot ovat toisistaan riippumattomia myos
luokkien sisalla
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Ongelma: kuinka valitaan tnjakauman p(x|®) parametrit ©, kun on tehty
havainnot X = {xy,...,xy}?

Vastaus: Maksimoidaan parametrien uskottavuusfunktio ('likelihood func-
tion’) p(X; ®):

p(X;0) =p(x1,...,xn;0) = HP(Xk;@) (30)

Eli valitaan estimaatti ®,;; seuraavasti:
N

é]V[L = arg m(f)iXHp(Xk; @) (31)

k=1

Vilttamaton ehto optimiratkaisulle O

a H’I{jvzl p(xk; 9)
00

—0 (32)
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Voidaan yhta hyvin tarkastella uskottavuusfunktion logaritmia ('loglikelihood
function') L(©):

L(®) = In(] [ p(x;©)) = > In(p(xs; ©)) (33)

Silloin ehto (32) saa muodon

OL(O©) i 01n(p(x; ©))

@ML:—:

00 — 00
B i 1 Op(xk; ©) (34)
— p(xx;©®) 00
=0
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ML-estimaatin ominaisuuksia:

e ML-estimaatti on asymptoottisesti harhaton ts sen odotusarvo kon-
vergoi kohti parametrivektorin todellista arvoa ®,, kun havaintojen
lukumaara lahestyy aaretonta (‘convergence in the mean’):

~

N—oo

o ML-estimaatti on asymptoottisesti konsistentti ts kun havaintoja on
paljon, sita todenndkdisemmin estimaatti poikkeaa todellisesta arvosta
mielivaltaisen vahan. ML-estimaatti toteuttaa seuraavat yhtalot:

dim Pr([|©n — Ol <€) =1 (36)

('convergence in probability’)

Jim E[[©u1 — O[] =0 (37)
('convergence in the mean square’)
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e ML-estimaatti on asymptoottisesti tehokas eli sen varianssi on Cramer-
Rao alarajalla

e ML-estimaatin tnjakauma lahestyy normaalijakaumaa, kun havaintojen
lukum3aara lahestyy aaretonta (keskeinen raja-arvolause!)

Esimerkki: normaalijakauman odotusarvon ML-estimaatti

Ol., ettd havainnot X = {x;,...,xy} ovat perdisin normaalijakaumasta
p(xg; i1, X), jonka odotusarvoa ei tunneta
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Silloin:

Pl 1. 2) = Gy expl =00 = 7S 5 — 0)
L(p) =In ] [ p(xk; p, T)
= 5 ()3 — 5 D6 — ) (- )

Lasketaan gradientti p:n suhteen ja etsitdan nollakohta:

OL l
ﬂ: 2—1(X,€_M):0
6’“ k=1
1 N
,&ML = N Zxk
k=1
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5.2 Suurimman a posteriori tn:n menetelma

'"Maximum A Posteriori Probability Estimation’, MAP-estimaatti

Tarkastellaan M :n luokan tunnistusongelma ja tehddan samanlaiset lahtcole-
tukset kuin ML-estimaatin tapauksessa

Maksimoidaan parametrien uskottavuusfunktion p(X; ®) sijasta parametrien
a posteriori tn:ttd p(©|X)

Bayes-saannon perusteella:

p(©)p(X|©)

p(OX) = (X

(38)

MAP-estimaatti ©74p 16ytyy p(®]X):n (tai sen logaritmin!) maksimikoh-

dasta el op(O|X)  Ip(@)p(X|O)
A . op __Op p o
Omar: =5 = PLe) =0 (39)
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Ero ML- ja MAP-estimaatin valilla on a priori tn:n p(®) kaytossa. Jos p(©)
on tasajakauma, ML- ja MAP-estimaatit ovat samat. Jos p(®):iin liittyva
varianssi on suuri, estimaatit ovat |ahestulkoon samat

Esimerkki: normaalijakauman odotusarvon MAP-estimaatti

Ol., ettd havainnot X = {x3,..., Xy} ovat perdisin normaalijakaumasta
p(Xk; b, 2), jonka odotusarvoa ei tunneta

Ol., etta piirrevektorien kovarianssimatriisi 3 on muotoa ¥ = 0?1

Ol., ettd normaalijakauman odotusarvo on normaalijakautunut N (i, o1)
eli sen a priori tnjakauma on seuraava:

1 1l — ool
P09 = Grytizager 05 - U; )
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Silloin MAP-estimaatti jip;4p 16ytyy seuraavalla tavalla:

2
. . g
Silloin kun =%
ag

0 LT vslip() =

N
1 . 1.
Z — Xk — finrap) — — (farap — o) =0
o o
k=1 H
0.2
fiarap = Hot 22 Zglxk
1+ N

> 1 ML- ja MAP-estimaatit ovat lahestulkoon samat
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Seuraavassa kuvassa kaksi tapausta, joissa erilaiset uskottavuusfunktiot ja
a priori tnjakaumat. Tapauksessa a) ML- ja MAP-estimaatit ovat samankaltai-
set, tapauksessa b) niiden ero on selva

A _pe) | no pe)
i \, H
[ e | / \fﬂ

—

(@ (b)
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5.3 Bayesildinen paattely
ML- ja MAP-menetelmét I6ytavat tnjakaumien p(x|w;; ©;) parametreille ar-
vot kayttaen hyviksi tehtyja havaintoja X; ja a priori tnjakaumia p(©,)

Miksi emme suoraan laskisi tnjakaumia p(x|X;) ja suorittaisi luokittelua
ndiden avulla?

Tehdaan taas samat lahtooletukset kuin ML- ja MAP-estimaattien tapauk-
sissa

Tiedetaan, etta
pxlX) = [ pixi@)p@IX)de. (40)
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missa

pX[@)p(©®)  p(X|©)p(©)
p(X) Jp(X|®)p(©)d©

p(OX) =

p(X|®) = prk|@ (42)

Taman menetelman haittapuoli on sen monimutkaisuus — analyyttinen rat-
kaisu on olemassa vain erikoistapauksille

Esimerkki: normaalijakauman paattely Bayesildisittdin

Ol., ettéd p(z|u) = N(p,0?), missd p on tuntematon

Ol., ettd p(u) = N(uo, 08)
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Kun kiytettavissd on N havaintoa, saadaan p(u|X) = N(ux, 0%), missa

No3z + oug
IN = oy
No2 + o2
oo}
OoN =
Noi + o2
N
_ 1
r = — T
N
k=1

Kun havaintojen maara lahestyy daretonta, Bayesildisellda paattelylla saatu
jakauma lahestyy piikkid, jonka huipun kohta on ML-estimaatti. Tama tulos
yleistyy useille muillekin paljon kaytetyille tnjakaumille

Huom! Kun N ldhestyy daretonta, ML- ja MAP-menetelmilla seka Bayesilai-
sella paattelylld saadut tulokset |dhestyvat toisiaan. Menetelmien erot ovat
merkittavia, kun kaytettavissa on vain rajallisesti havaintoja
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5.4 Maksimientropiamenetelma
Edelld esitetyissa menetelmissa oletettiin tnjakauman tyyppi tunnetuksi ja
estimoitiin sille sopivat parametrit

Entd jos tunnetaan joitain tilastollisia tunnuslukuja, mutta ei tiedetd mika
tnjakaumatyyppi on kyseessa?

Valitaan sellainen tnjakauma, jolla on tunnetut ominaisuudet ja maksimaali-
nen entropia (ei aina mikaan helppo ongelmal)

Tnjakauman p(x) entropia H on madritelty seuraavasti:
H =~ [ b o)) dx (43)

Entropia kuvaa ilmion satunnaisuutta tai yllatyksellisyytta

Tnjakauman entropian maksimointi vastaa minimimaalisinta a priori -tiedon
kayttoa
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Esimerkki: milloin maksimientropiajakauma on tasajakauma?

Ongelma, maksimoi H, kun tiedetdan ettd ;1 < x < x, eli

/IZp(x)dx =1

1

Lagrangen kertoimien avulla saadaan seuraava ekvivalentti ongelma:

max H; = max — /12 p(z)(In(p(z)) — N)dz — A

p(x) p(x) T

Derivoidaan edellinen p(z):n suhteen ja asetetaan nollaksi:

OH, _ [* np(z) — T =
oo = | 1np@) =) + 1z =0

p(z) = exp(r — 1)
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_ 1
r2—T1

Saadun estimaatin pitda toteuttaa rajoitusehto, joten exp(A—1) ja

1

A~ ) — To—x1
p(z) 0, muulloin

josxy <z < 79

Huom! Voidaan osoittaa, ettd jos tunnetaan odotusarvo ja varianssi, maksi-
mientropiaratkaisu on normaalijakauma

5.5 Epaparametriset menetelmait

Edellad esitetyissa menetelmissa oletettiin, ettd tnjakauma voidaan maarittaa
parametrivektorin avulla. Seuraavaksi tarkastellaan menetelmia, joissa tata
oletusta ei tehda

Seka Parzen-ikkunat ja k:n Iahimman naapurin menetelma ovat erdanlaisia
variaatioita tnjakauman approksimoinnista histogrammin avulla

Tnjakaumaa voidaan approksimoida histogrammin avulla seuraavasti:
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Tarkastellaan vain yhta piirretta x , eli 1-ulotteista tapausta, ja pyritaan
approksimoimaan tnjakauma p(x)

Jaetaan z-akseli h:n pituisiksi intervalleiksi

Approksimoidaan tn P, ettd x:n arvo osuu tietylle intervallille. Olkoot

N havaintojen lkm ja ky intervallille osuneiden havaintojen Ikm. Silloin
P= ]{?N/N

Kun N lahestyy aaretonta,

1k
p(E) ~ -

~

p(x)

, (44)

missa Z on intervallin keskikohta

Approksimaatio on hyva silloin, kun p(x) on jatkuva ja h on riittdvan
pieni eli oletus p(z) = vakio intervallilla on jarkeva
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e Voidaan osoittaa, ettd p(z) — p(z), jos N — oo ja seuraavat oletuk-
set toteutuvat:

hN—>O
k’N—>OO
kn

N
e Kaytannossa N on rajoitettu ja sopiva h pitaa valita itse

Seuraavassa kuvassa tnjakaumaa approksimoidaan histogrammin avulla.
Tapauksessa a) on valittu h:lle pieni ja tapauksessa b) suuri arvo

p(x) ' - ) —

A I ]r ﬂ

J
F3
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Parzen-ikkunat

Moniulotteisessa tapauksessa [-ulotteinen piirreavaruus jaetaan hyperkuu-
tioksi, joiden tilavuus on A/
Maaritelldan jokaiselle havainnolle x; kantafunktio ®(x;) seuraavasti:
1, kun |x;] <1/2
{ . kun Jag| <1/ (45)

(I)X,L' = s
(x:) 0, muulloin

missa x;; on X;:n j. komponentti

Kaava (44) voidaan esittaa tallaisten funktioiden summana:

Bx) = o Do e () (46)

Edelld jatkuvaa tnjakaumaa approksimoitiin epajatkuvilla kuutiolla. Jatkuva
approksimaatio saadaan, kun kiytetdin jatkuvia kantafunktioita ®(-)
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Kantafunktiot valitaan siten, etta
(47)

Kantafunktiot voivat olla esim. eksponentiaalisia, N(0,I)

Mika on p(x):n odotusarvo eli kuinka approksimaatio kayttaytyy,
kun N — 007

e p(x) on madritelty havaintojen {x1,...,xy} avulla, jotka noudattavat
todellista tnjakaumaa p(x)

e Lasketaan p(x):n odotusarvo tnjakauman p(x) suhteen:

X

E009) = 31y 2 ERC ) = [ et e (9

e Ylld olevasta kaavasta nihddan, ettd p(x) on tasoitettu ('smoothed’)
versio todellisesta jakaumasta
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o Kun h — 0, L®(5%) lshestyy deltafunktiota J(¢ — x) ja ndhdaan,
ettd p(x) on harhaton estimaatti p(x):lle riippumatta N:st3
Jos N on kiinnitetty, estimaatin p(x) varianssi kasvaa, kun h pienenee
Jos h on kiinnitetty, estimaatin p(x) varianssi pienenee, kun N — 0o

Useimmilla kantafunktiolla saatu estimaatti p(x) on harhaton ja asymptoot-
tisesti konsistentti, jos h — 0 siten, etta hN — oo, kun N — oo

Kaytannossa N on rajoitettu ja A joudutaan valitsemaan itse, esim. mini-
moimalla luokitteluvirhetta

Mikali ei haluta tinkia estimaatin ominaisuuksista, tarvittavien havaintojen N
lukumaara kasvaa eksponentiaalisesti piirrevektoreiden dimension [ suhteen
('curse of dimensionality!")
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Seuraavassa kuvassa on esitetty Parzen-ikkunoilla saatuja tnjakauman
(katkoviiva) approksimaatioita. Kantafunktiot ovat normaalijakaumia ja
h = 0.1. Tapauksessa a) N = 1000 ja tapauksessa b) N = 20000

0.12 1 Jm{; Jil ; " . 0.12 [ ;"b\ |
1 X ' Fy M

| PF \ r”‘j ] ] | J \ j‘f \ |
0.06 | PJ ﬁl .,IN l"f | 006 i f \V\J.f kﬂ |
| ﬁlll. |l}} | ‘f.ﬂ i } / ‘-\ !

[ , J" I“";\.\ | | / \ |

0 IL_A.F.'. — U,y"\ ] 0 '__«//L. I \_._l

0 10 20 , 0 10 20,

(a) (b)
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k:n 1ahimman naapurin menetelma

Edellisessa menetelmassa kantafunktiot olivat samanlaisia riippumatta siita
oliko tarkasteltavassa piirreavaruuden osassa havaintoja tihedssa vai harvassa
Yleisempi versio kaavalle (44) :

) = e (49)

missa V'(x) on x:sta riippuva tilavuus. Eli kiinnitetddn ensin k ja lasketaan
vasta sitten havaintojen viema tilavuus

Voidaan osoittaa, etta estimaatti on harhaton ja asymptoottisesti konsistent-
ti, jos k — oo ja k/N — 0, kun N — o0

Saatua estimaattia kutsutaan tnjakauman k:n |3himman naapurin estimaa-
tiksi
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k:n ldhimman naapurin paatossaantd on suboptimaalinen variaatio k:n [dhim-
man naapurin estimaatista:

e Etsi N:n opetusndytteen joukosta luokiteltavan naytteen x £ lahinta
naapuria. Yleensd k£ on pariton eikd se ole luokkien lukumaaran M
monikerta

o Laske kuinka moni (k;) lahimmistd naapureista kuuluu luokkaan w;
e Valitse se luokka, jolle k; on suurin

Lahimman naapurin menetelman luokitteluvirheelle Py voidaan laskea seu-
raavat teoreettiset rajat, kun N — oc:

M
PBayes S PNN S PBayes(2 - mPBdes) S 2-PBayeS7 (50)

missa Ppgyes On Bayes-sdadnnon tuottama optimaalinen luokitteluvirhe ja M
on luokkien |km
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Mikali N on suuri, k:n Idhimman naapurin paatossaantd toimii paremmin
isommilla k:n arvoilla kuin 1

Kaytannossa k:n lahimman naapurin saanto toimii usein erittdin hyvin yksin-
kertaisuudestaan huolimatta, mutta on laskennallisesti raskas suurilla N:n
arvoilla
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6. LINEAARISET LUOKITTIMET

Edellisilla luennoilla tarkasteltiin luokitteluongelmaa tnjakaumien avulla ja
esiteltiin menetelmid, miten tarvittavat tnjakaumat voidaan estimoida.
Tavoitteena oli 16ytaa paatossaantd, joka minimoi luokkiteluvirhetn:n tai ris-
kin

Tietyin tnjakaumista tehdyin oletuksin ndin saatu luokitin on lineaarinen

Nyt ei oteta kantaa luokkiin liittyviin tnjakaumiin, vaan oletetaan, etta kaikki
havainnot voidaan luokitella oikein/riitavan hyvin lineaarisilla luokittimilla

Lineaaristen luokittimien etuna on niiden yksinkertaisuus ja laskennallinen
keveys
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6.1 Lineaariset diskriminanttifunktiot

Lineaarinen luokitin jakaa piirreavaruuden eri luokkia vastaaviksi paatosalu-
eiksi hypertasojen avulla

Lineaarinen diskriminanttifunktio g(x):
g(x) = wix +wy =0, (51)
missd w = [wy, ..., w;| on painovektori ja wy on kynnysarvo ('threshold’)

Tarkastellaan kahta pistettd, x; ja xo, diskriminattifunktion maarittelemalla
hypertasolla:

0=wlx; +wy=w'xy+wy= (52)
wl(x; —Xg) =0

Edellisesta nahdadan, ettd painovektori w on ortogonaalinen hypertasoon
nahden
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Toisella puolella hypertasoa diskriminanttifunktio saa positiivisia arvoja, toi-
sella puolella negatiivisia arvoja

Kahden luokan tapauksessa voidaan luokittelusaanto kirjoittaa seuraavasti:
o Merkitdan x = [x7, 1]7 ja w = [wT, wg|
T

e Silloin g(x) = g(X) =w'x
e Valitaan luokka seuraavasti:

w s WX >0
wy: WX <0

(53)

Jos voidaan valita w siten, ettd edellinen paatdssaanto ei tuota ainuttakaan
luokitteluvirhettd, luokat ovat lineaarisesti separoituvat

Seuraavaksi kdydaan lapi menetelmia, joiden avulla voidaan maarata diskri-
minattifunktion painokertoimet

Tasta eteenpadin oletetaan, etta piirrevektoreihin on liitetty loppuun vakio-
termi, kuten edellad esitetyssa paatossaanndssa, ellei toisin mainita
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6.2 Perseptroni-algoritmi

(Perseptroni-algoritmin nimi tulee siti, ettd se kehitettiin alunperin aivojen
neuronimallien, 'perceptrons’, opetukseen. Niista lisid myohemmin!)

Ol., ettad luokat ovat lineaarisesti separoituvia

Tarkastellaan kahden luokan tapausta

Valitaan diskriminattifunktion painokertoimet w ratkaisemalla seuraava op-
timointiongelma:
e Maksimoi (perseptroni)kustannusfunktio J(w), joka on maaritelty seu-

raavasti:
J(w)=> (6,w"x), (54)
x€Y
missa Y on niiden opetusnaytteiden osajoukko, jotka luokittuvat vaarin
w maarittdman hypertason perusteella. Muuttuja 6, = —1, kun x €

w1, ja 0, =1, kun X € wy

e Huom! J(w) saa vain positiivisia arvoja. Sen arvo on nolla, jos ei synny
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lainkaan luokitteluvirheita

e Huom! J(w) on jatkuva ja paloittain lineaarinen, J(w):n gradientti ei
ole maaritelty niissa kohdin, joissa osajoukko Y muuttuu

e Edellisestad huolimatta, suoritetaan minimointi 'gradient descent’-henki-
sell3, iteratiiviselld menetelmalla:

wit+ 1) =w(t) - p 22V,
55
ZW(t)—pt25xX (%)

missd on w(0) alustettu satunnaisesti ja p; on positiivinen oppimisker-
roin

Iterointia toistetaan, kunnes painovektorin arvo konvergoi ratkaisuun eli kaik-
ki havainnot luokitellaan oikein

Ratkaisun 16ytyminen ja tarvittavien iteraatioaskelien lkm riippuu kertoimen
p¢ valinnasta

87



Vaikka J(w):n gradientti ei ole maaritelty kaikkialla, menetelma I6ytaa ratkai-
sun aarellisella maaralla iteraatioaskelia, kun p; valitaan seuraavasti:

(todistus kirjassa)

Edelliset ehdot tarkoittavat kaytannossa sitd, ettd p; lahestyy nollaa, kun
iteraatioaskelien Ikm t kasvaa. Kerroin p, ei saa kuitenkaan pienentya liian
nopeasti.

Sopivat arvot p;:lle saadaan esim. seuraavasti: p; = ¢/t, missa ¢ on vakio.
Kerroin p; voi olla myos vakio, jos se on sopivasti rajoitettu
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Perseptroni-saannon geometrinen tulkinta. Painovektorin paivitys, kun vain
yksi piirrevektori luokittui vaarin:

x;

-
NG x,

, N0
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Perseptroni-sadnnon variaatioita

Edelld esitetyssa perseptroni-saannossa kaytettiin jokaisella iteraatioaskeleel-
la kaikkia /N:33 opetusndytettd. Painovektorin paivitys voidaan tehdd myos
jokaisen havainnon perusteella erikseen:

e Kaydaan opetusndytteet lapi vuorotellen, paivitetadan painovektoria seu-

raavasti:
w(t+1) =w(t) + pxq), jos X €wr ja WT(t)X(t) <0
w(t+1) = w(t) — px(), jos X@ Ewa ja W (t)x@ >0 (56)
w(t+ 1) = w(t), muulloin

e Painovektoria paivitetadn siis vain jos tarkasteltava opetusndyte x(;
luokittuu vaariin

e Opetusnadytteita kaydaan lapi kunnes menetelma konvergoi eli kaikki
naytteet luokittuvat oikein

e Myds tdma menetelma konvergoi darellisellda maaralla iteraatioaskelia
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Pocket-algoritmi

Ol., toisin kuin aikaisesmmin, ettad luokat eivit ole lineaarisesti separoituvia

Seuraava menetelmd I0ytaa lineaarisen diskriminanttifunktion, joka minimoi
luokkiteluvirheiden |km:n:
o Alusta w(0) satunnaisesti. Lisaksi, alusta 'varasto'-vektori wy ja lasku-
rimuuttuja A nolliksi

e Paivita painovektoria kdyttaen perseptroni-saantéa (55)

e Laske kuinka monta (h) opetusnaytetta luokittuu oikein kdytettiessa
paivitettyd painovektoria w(t + 1)

e Jos h > hg, aseta wy, =w(t+1)jahs=nh

e Toista kunnes konvergoi
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Keslerin konstruktio

Edellad esitetyissda menetelmissa tarkasteltiin vain kahden luokan tapausta

Keslerin konstruktion avulla naditda menetelmia voidaan kayttada myos
M > 2:n luokan tapauksessa

Piirrevektorin x luokittelupaatos tehdaan lineaaristen diskriminanttifunkti-
oiden avulla seuraavasti:

Wi Wix > ijx, Vi #i (57)

Muodostetaan luokan w; jokaista opetusndytettad kohti seuraavat
(I+ 1)M x 1-ulotteiset vektorit: x;; = [07,... ,x" ..., —xT ..., 07]7,
1 # j. Vektorit koostuvat siis M:std blokista, joista 7. ja j. ovat X ja —x ja

muut ovat nollavektoreita

Vastaavasti luokkakohtaiset painovektorit kootaan yhdeksi vektoriksi:
w=[wl, ... ,wl]l
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Naiden avulla paatossaanto voidaan voidaan kirjoittaa uuteen muotoon:
wit WX >0Vj=1,.... M, j#i (58)
Ongelmana on siis 10ytda painovektori w, jonka positiivisella puolella ovat

kaikki uudet vektorit x;;

Mikali luokat ovat lineaarisesti separoituvia, voidaan painovektorin oppimi-
seen kayttda esim. perseptroni-saantoa

Oppimisen jalkeen luokkakohtaiset painovektorit saadaan pilkkomalla w osiin

Huom! Vain painovektorin suunta on tarkea, ei sen pituus. Edella esitetyissa
menetelmissa painovektorin pituus pyrkii kasvamaan: normalisoidaan
painovektori yksikkovektoriksi jokaisen paivityksen jalkeen
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6.3 Pienimman nelion menetelmat

Usein tiedetddn etukateen, ettd luokat eivat ole lineaarisesti separoituvia,
mutta silti halutaan kayttaa luokitteluvirhetn:n kannalta suboptimaalista li-
neaarista luokitinta

Lineaarinen luokitin muodostetaan valitsemalla diskriminanttifunktion pai-
novektori siten, ettd jokin ongelmaan sopiva kriteeri optimoituu

Yleensa maaritelldan diskriminanttifunktiolle tavoitearvot y erilaisille havain-
noille x ja pyritdan minimoimaan tavoitearvojen ja todellisten arvojen g(x)
neliopoikkeamia ('Least Squares Methods’)
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Pienimman neliosumman menetelma

Pienimman neliosumman menetelmassd minimoidaan kustannusfunktiota

J(w):
Jw) =D (i —xiw)' =) el (59)

missd N on opetusndytteiden lkm ja y; on x;:ta vastaava diskriminanttifunk-
tion tavoitearvo, kahden luokan tapauksessa yleensa y; = 41

Kun derivoidaan J(w) painovektorin w suhteen saadaan:

N
in(yi —xIw)=0=
. (60)

N

(Z xix[ )W =Y (x;y;)

i=1
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Kaytetdan seuraavia merkintoja:

X =[xq,...,xy5]F
b NT] (61)
y = [ylv"'vyN]
Kaava (60) voidaan kirjoittaa silloin matriisimuodossa:
X"X)w =X"y =
(X7X) y (62)

w = (X'X)'XTy,

missd matriisi X”' X on otoskorrelaatiomatriisi ja (X7 X)~!X* on X:n pseu-
doinverssi

96



Esimerkki: pienimmadn neliésumman luokitin Tarkastellaan kahden luo-
kan tapausta, jossa piirrevektorit ovat kaksiulotteisia. Luokista on tehty seu-

raavat havainnot:

1 [
[

2 :10.4,0.6
[

0.2,0.7
0.6,0.5

710.3,0.3)7 [0.4,0.5)"
T10.1,0.4)"
710.6,0.2]" [0.7,0.4]"
T10.7,0.5]"

0.8,0.6

Luokat eivat ole lineaarisesti separoituvia. Yritetdan Ioytaa diskriminantti-

funktio, joka on muotoa g(x;w) = [x,1

[Tw = wyz; + wers + wy ja joka

minimoi virheiden neliosumman

Asetetaan diskriminattifunktion tavoitearvoksi 1 tai —1, kun havainto on

luokasta w; tai wy
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Silloin

28 224 48
XTX = (224 241 4.7
48 4.7 10

XTy =[-1.6,0.1,0.0]"

ja ratkaisuksi saadaan kaavan (62) perusteella w = [—3.218,0.241,1.431]"
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MSE-estimaatti

Seuraavaksi tarkastellaan neliopoikkeamien summan sijasta neliopoikkeaman
odotusarvoa ('Mean Square Error Estimation’)

Minimoitava kustannusfunktio J(w):

J(w) = E[ly — x" wl’] (63)

Kahden luokan tapauksessa, kun y = +1, edellinen kaava voidaan kirjoittaa
tnjakaumien avulla myd&s ndin:

J(w) = P(wy) / (1 — x"w)2p(x|wn ) dx + Plw) / (1 + x"w)2p(x|wn)dx

(64)
Vilttamaton ehto J(w):n minimille:
aJ(w) T
() 9Efx(y —x"w)] =0, (65)
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Edellisestd kaavasta saadaan ratkaisu
w = R, E[xy], (66)

missa R, on x:n korrelaatiomatriisi ja E[xy| on x:n ja y:n ristikorrelaatio-
vektori

Ratkaisun geometrinen tulkinta? Diskriminanttifunktion tavoitearvoa approk-
simoidaan piirteiden lineaarikombinaatiolla, syntynyt virhe on ortogonaalinen
piirreavaruuteen nahden:
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Yleistys useammalle kuin kahdelle luokalle

Useamman (M > 2) kuin kahden luokan tapauksessa muodostetaan jokai-
selle luokalle oma diskriminanttifunktio g;(x) = w! x ja asetetaan sen tavoi-
tearvot y; seuraavasti:

1, jos x € w;
Yi = . (67)
0, muulloin

Huom! Kun M = 2, y = +1 tuottaa saman ratkaisun kuin edellinen valinta,
koska w'x = £ (w; — wy)Tx

Kootaan tavoitearvot vektoriksi y = [y1,...,yn]|” ja painovektorit mat-
riisiksi W = [wy, ..., W]

Ratkaisu 16ytyy minimoimalla seuraava kustannusfunktio J(W)

J(W) = E[lly = W'x|] = ED)_(yi — w/'x)’] (68)

)
=1
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Edellisesta kaavasta ndhdaan, ettd voidaan suunnitella jokainen diskriminant-
tifunktio erikseen.

LMS- eli Widrow-Hoff algoritmi

Yleensd ei tunneta MSE-estimaatin ratkaisussa eli kaavassa (66) esiintyvia
korrelaatiomatriisia R, ja ristikorrelaatiovektoria E[xy]

Voidaan osoittaa, ettd ratkaisu ongelmaan, joka on muotoa E[F'(x, w)] = 0,
|oytyy seuraavalla iteratiivisella algoritmilla:

wik) = W(k — 1) + prF(xp, W(k — 1)) (69)

kunhan

o0
> " pr — 00
k=1
o

> ph < oo
k=1

104



X} on sarja satunnaisia vektoreita, jotka ovat perdisin samanlaisista tnjakau-
mista, F(+,-) on jokin funktio, ja w on sen tuntematon parametrivektori

Kun edellista sovelletaan diskriminattifunktion painokertoimien hakuun,

W(k) = Wik — 1) + pxi(ys — XTw(k — 1)) (71)

(kun k — oo, w(k) lahestyy asymptoottisesti MSE-estimaattia)

Kerroin pj voi olla myds sopivasti rajoitettu vakio 0 < p < 2/trace{R,}.
Voidaan osoittaa, ettd mitd pienempi p, sitd pienempi on estimaatin W (k)
varianssi. Toisaalta, konvergointi on hitaampaa pienelld p:lla

Kaavasta (71) ndhd&an, etta estimaattia paivitetaan jokaisen havainnon jal-
keen. Kun p on vakio, pystyy estimaatti mukautumaan paremmin luokkien
tnjakaumien muutoksiin
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MSE-estimaatti ja luokkien a posteriori tn:t

Lahdetaan tasta liikkeelle: voidaan helposti osoittaa, etta
= argminE(]ly - 31}
o0 (72)
= Elylx] = / yp(y|x)dy
(todistus kirjassa, odotusarvot lasketaan tnjakauman p(y|x) suhteen)
Edellinen tulos tarkoittaa sitd, ettda MSE-kriteerin mielessa paras mahdollinen

estimaatti diskriminattifunktion tavoitearvolle y on sen odotusarvo annettuna
X.

Diskriminattifunktion voidaan ajatella olevan y:n regressio annettuna x

Muokataan kaavasta (68) yleisemmalle ongelmalle kustannusfunktio:

M

J = E[Z(gi(x§ wi) — )%, (73)
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missa diskriminanttifunktiot eivat ole valttamatta lineaarisia x:n tai para-
metriensa w; suhteen

Edellinen kaava voidaan kirjoittaa myds nain:

J = E[Z(gi(x; wi) — Elyilx])’] + E[Z(E[y?\X] — (Elw:xD)*)]  (74)

(valivaiheet kirjassa)

Jalkimmainen termi ei riipu lainkaan diskriminanttifunktiosta, joten se voi-
daan jattaa huomioimatta, kun minimoidaan J:ta

N&hdaan kaavasta (72), ettd J minimoituu, kun g;(x; w;) approksimoi MSE-
mielessd mahdollisimman tarkasti E[y;|x]:a3

Miksi tama on tarkea tulos?

Toisaalta:

Ely:[x] = Z yiP(wjlx) (75)
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Kun valitaan tavoitearvot siten, ettd y; = 1 tai y; = 0 riippuen kuuluuko x
luokkaan w; vai ei, g;(x;W;) on P(w;|x):n MSE-estimaatti

P(w;|x) voidaan siis estimoida valitsemalla diskriminanttifunktioiden paramet-
rit MSE-kriteerin ja LMS-menetelméan avulla (tuntematta tnjakaumial!) ja sita
voidaan kayttaa Bayesildisessa luokittelussa

Se kuinka hyvin luokkien a posteriori tnjakaumien estimointi sitten onnistuu
riippuu diskriminanttifunktioiden tyypista
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6.4 Fisherin diskriminantti

Erds tapa muodostaa lineaarinen luokitin: etsitddn suora, jolle projisoidut
piirrevektorit separoituvat mahdollisimman hyvin, ja jaetaan suora sitten
paatosalueiksi

Tarkastellaan kahden luokan tapausta
Maaritelldan projektio seuraavasti: y = w’x, missd ||[w]| =1
Sopiva mitta J(w) luokkien separoituvuudelle?

Erds jarkeva mitta saadaan luokkien projektioden odotusarvojen
py, = E[w'x|x € w;] ja varianssien 03, = E[||w'x — uy;[|*[x € w;] avulla:

J(w) = U =) (76)
oy, + 0%,
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. . . N; . .
tai otoskeskiarvojen my, = 1/N; ijlexj ja sironnan

sy, = Z;‘V:il(WTXj — my;)? avulla:

(mYl — mY2)2

J(w) =
(w) sy, + 5%,

(77)

(NV; on luokkaan w; kuuluvien opetusnaytteiden lkm)

Suoraa y = w'x, joka I6ytyy maksimoimalla J(w), kutsutaan Fisherin dis-
kriminantiksi

Tapaus 1: tunnetaan luokkien odotusarvot ja kovarianssimatriisit

Kun tunnetaan luokan w; odotusarvo p; ja kovarianssimatriisi 3;, voidaan
vastaavat tunnusluvut laskea projektioille: iy, = wlji; ja oy, = wiX,;w

Derivoidaan J(w) (76) w:n suhteen ja asetetaan nollavektoriksi. Ratkaisuksi
saadaan:

.1 _
W= Sh(3 + X) N — p2), (78)
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missa

o2 + o2
=12 (79)
Hy; — Wy,

normalisoi w:n pituuden 1:ksi
Tapaus 2: ei tunneta luokkien odotusarvoja ja kovarianssimatriiseja

Maaritellaan aluksi seuraavat matriisit:

N;
Si= Y (3 —my)(x; —my)"
i=1 (80)
SW - Sl + 82

Sp = (m; — my)(m; — m2)T
N&iden avulla J(w) (77) voidaan kirjoittaa seuraavasti:

J(w) = X Sav (81)

wlSyw
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Derivoidaan J(w) ja asetetaan nollavektoriksi. Tall6in saadaan seuraava ylei-
nen ominaisvektoriongelma:

ASy W = Spw, (82)

ja ratkaisu:

(todistus kirjassa)
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7. EPALINEAARISET LUOKITTIMET

Yleensa luokitteluongelma ei ole lineaarisesti separoituva eivatka lineaarisilla
luokittimilla saadut ratkaisut ole tyydyttavia

Talla luennolla tarkastellaan menetelmia, jotka jakavat piirreavaruuden
epalineaarisesti eri luokkia vastaaviksi paatosalueksi

Aluksi annetaan teoreettinen motivointi epalineaarisille luokittimille, seuraa-
vaksi kasitellaan yleisimmin kaytetyt menetelmat

Erds perinteinen esimerkki epélineaarisesta luokitteluongelmasta on XOR-
funktio

114



Esimerkki: XOR-ongelma

XOR ('Exclusive OR’) on Boolean-funktio, jonka arvo on tosi (1) vain jos
tasmalleen yksi sen argumenteistd on tosi. Muulloin sen arvo on epatosi (0)

Tarkastellaan 2-ulotteista tapausta. Silloin x = [z1,25]", z; € {0,1}, ja
luokkia wy ja wy vastaavat seuraavat havainnot:

wy: [1,0]7, [0,1]" (tosi)
wy : [0,01%, [1,1]" (epatosi)

Kun piirretdan luokitteluongelmasta kuva, nahdaan helposti, etta luokat eivat
ole lineaarisesti separoituvia

Toisaalta AND- ja OR-funktiota vastaavat luokitteluongelmat ovat lineaari-
sesti separoituvia
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Jos tehdaan piirteille epalineaarinen muunnos
[21, 29]" — [AND(z1, z5), OR(21, 2)]7,

saadaan XOR-ongelmasta lineaarisesti separoituva

1 oo | AND «class | OR class | XOR class
0 0 0 %) 0 095) 0 %)
0 1 0 Wo 1 w1 1 w1
1 0 0 Wa 1 wq 1 w1
1 1 1 w1 1 w1 0 [0%))
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X, OR
2 XOR XOR
LX¥ @ 1% ®
n. * n. I
LX L AND
x
Xa AND 2 OR
iy X LXK X
n. & n. *
I % I ox
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7.1 Yleistetty lineaarinen luokitin

Tarkastellaan edellisessd esimerkissa esiteltyd tapaa tehda luokitteluongel-
masta lineaarisesti separoituva piirteiden epalineaarisen kuvauksen avulla ylei-
semmalla tasolla:

e Tarkastellaan kahden luokan tapausta: wy ja ws
e Ol ettd luokat w; ja wo eivat ole lineaarisesti separoituvia

e Ol., etta piirrevektorit ovat [-ulotteisia ja niiden alkiot ovat reaalilukuja
elix € R

e Suoritetaan piirrevektoreille seuraava epalineaarinen kuvaus:

x e Rl -y eRF
y = [fl(x)v""fk(x)]T’

missi f; : R' — R on jokin epilineaarinen funktio
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e Pyritdan valitsemaan uusien piirteiden lkm k ja funktiot f;(-) siten, etta
luokitteluongelmasta tulee lineaarisesti separoituva eli voidaan loytaa
seuraavanlainen separoiva hypertaso w:

wi: wly >0

85
wy: Wly <0 (85)

Edelld kuvatun piirteiden epalineaaristen kuvausten seurauksena eri luokkiin
liittyvat diskriminanttifunktiot ovat muotoa

g(x) = wo + Zwifi(x) =0 (86)

Uudessa piirreavaruudessa madariteltyjen hypertasojen painokertoimet voi-
daan etsia kayttamalla edellisella luennolla esiteltyja menetelmia

Kaava (86) voidaan tulkita diskriminanttifunktion approksimoinniksi interpo-
laatio- tai kantafunktioden f;(-) avulla. Interpolaatiofunktiot voivat olla tyy-
piltdan esim. eksponentiaalisia tai polynomeja
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Coverin teoreema antaa teoreettisen perustelun, miksi tallainen piirteiden
epalineaarinen kuvaus kannattaa tehda

7.2 Coverin teoreema

Todennakoisyys sille, etta luokat ovat lineaarisesti separoituvia kasvaa, kun
suoritetaan epalineaarinen kuvaus alkuperaisesta piirreavaruudesta uuteen,
korkeampiulotteisempaan piirreavaruuteen (Cover, 1965)

Todistus:

e Voidaan osoittaa, ettd (I — 1)-ulotteinen hypertaso voi jakaa N mieli-
valtaisesti valittua pistettd kahteen luokkaan O(NV,1):lla tavalla:

O(N, 1) zzg (Nz._l)
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N&ita erilaisia kahtiajakoja kutsutaan dikotomioiksi ('dichotomies').
Kun N <1+1, O(N,l) =2, Esim. O(3,2) =8

o ® o )
° (o] O L ]
—e
° o
°

S A
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e Tn, ettd N:n pisteen dikotomia [-ulotteisessa piirreavaruudessa vastaa
kahta lineaarisesti separoituvaa luokkaa on P:

, (N—-1
P}V_O(N,l)_ Q%Zi_o< Z_ . kun N>1+1 (89)

1, muulloin

e Tarkastellaan P :n riippuvuutta N:sti ja [:std muuttujan r avulla olet-
tamalla, ettd N = r(l + 1). Kohdassa r = 2 P, = 1/2. Lisaksi, kun
| — o0, Py —1,jos N <2(l+1)

e Toisin sanoen, tn etta luokat ovat lineaarisesti separoituvia lahestyy
ykkosta, kun piirteiden |km [ lahestyy daretonta ja havaintojen lkm N
on sopivasti rajoitettu
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Edellisen tarkastelun perusteella piirrevektorit kannattaa kuvata korkeampi-
ulotteiseen avaruuteen ja yrittaa vasta sitten luokkien lineaarista separointia.
Tn onnistumiselle on tallin parempi

7.3 Polynomiluokitin

Tarkastellaan diskriminanttifunktioita, jotka on muodostettu kaavan (86)
avulla ja kayttamalla kantafunktioina polynomeja:

e Ol., ettd polynomien asteluku r on 2. Silloin kaava (86) voidaan kir-
joittaa seuraavasti:

—wg—l—Zwa,—l—Z Z Wi T xm—l—Zw“ = (89)

i=1 m=i+1
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e Esim. jos x = [z1, 5]T, silloin y = [1, 21, 72, 7120, 2%, 22]T ja

g(x)=w'y =0, (90)

o T
missd W = [wo, w1, W2, W12, W11, Wap]
e Vapaiden parametrien eli erilaisten muotoa " - - - z1",

0<p;+---+p <r, olevien termien lkm k:

Huom! Kun [ =10 ja r = 10, k = 184 756

Vapaat parametrit voidaan taas valita esim. edelliselld luennolla esitetyilla
menetelmilla
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Esimerkki: XOR ja polynomiluokitin
Palataan takaisin XOR-ongelmaan ja muodostetaan sille polynomiluokitin

Valitaan kantafunktiot seuraavasti:

Yy = [17 X1, T2, xlmQ]T

Erilaisten havaintojen sijainnit uudessa piirreavaruudessa:
wy @ 1,07 = [1,1,0,0]", [0,1)" — [1,0,1,0]"
wy @ [0,0)" — [1,0,0,0]", 1,17 —[1,1,1,1)7

Nimi uudet pisteet separoituvat lineaarisesti esim. hypertason wly = 0
avulla, missd w = [-1/4,1,1, -2]7

Alkuperadisessa piirreavaruudessa tata hypertasoa vastaa diskriminanttifunk-
tio g(x):

1
g(X) = _Z_L + 1+ X2 — 21‘11’2 = O, (92)
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g(x) ndyttaa suurinpiirtein talta:

HOR
Xy
L3¥ ®
U. >

,_
o

¥ tosi @ cpiosi
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7.4 RBF-luokitin

(RBF-luokitin voidaan ymmartaa myds neuroverkkona...)

Seuraavaksi muodostetaan diskriminanttifunktiot kdyttden kaavaa (86) ja
kantafunktiota, jotka ovat muotoa f;(||x — c;)

Kantafunktioiden arvo siis riippuu vain piirrevektorin x ja keskusvektorin c;
valisesta Euklidisesta etdisyydesta. Siitda kantafunktioiden englanninkielinen
nimitys, 'Radial Basis Functions’ (RBF)

Kantafunktiot voivat olla tyypiltddn esim. seuraavanlaisia:

1
fi(x) = eXP(—@

o2

fil}) = (94)

T2t x—qf’

I — eill) (93)

joista ensimmadinen, gaussinen, on hyvin yleisesti kaytetty
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Kun kaytetdan gaussisia kantafunktiota, kaava (86) voidaan kirjoittaa nain:

k

g(x) = wo + Z w; exp(—
i=1

(X — CZ')T(X — Ci)
2072

)=0 (95)

Edellisen kaavan voi tulkita siten, etta diskriminanttifunktiota approksimoi-
daan summaamalla yhteen keskusvektoreiden ympéarille asetettuja kumpa-
reita. Kumpareiden leveytta voidaan saataa muuttamalla o;:ja

RBF-luokittimella ja tnjakauman estimoinnilla Partzen-ikkunoilla on paljon
yhteista. Jalkimmaisessd menetelmassa jokaisen opetusndytteen paille ase-
tetaan kumpare, ensimmaisessa vain keskusvektoreiden (k kpl:tta) paalle

Kuinka valitaan sopivat parametrit?

e RBF-luokittimille pitaa valita seuraavat parametrit: k,

W = [wo,...,wk]T, C: [Cl,...,Ck] ja g = [01,...,0k]T

e Usein valitaan ensin C ja o, ja sitten painokertoimet w kayttaen esim.
edellisella luennolla esiteltyja menetelmia
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e k:n, C:n ja o:n valinta voi perustua esim. ongelmaan liittyvaan a prio-
ri tietoon tai klusterointimenetelmilld (ndistd myShemmin) saatuihin
tuloksiin

e Mikali opetusjoukko on edustava otos kaikista mahdollisista piirrevek-
toreista ja hyvin jakautunut, voidaan keskusfunktiot myds arpoa niiden
joukosta

e Parametrit (paitsi k) voidaan myds valita minimoimalla seuraavan tyyp-
pistd kustannusfunktiota J(w, C, 0):

N

J(w,C,0) = Zq)(y(j) — 9(x(4))); (96)

Jj=1

missd y(j) on opetusndytettd x(j) vastaava diskriminanttifunktion ta-
voitearvo ja ®(-) jokin differentioituva funktio, esim. (-)?

e Edelld esitetty ongelma on tyypillinen epalineaarinen optimointiongel-
ma, jonka ratkaisu I0ytyy parametrien suhteen lasketun J:n gradientin
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nollakohdasta. Kaytannossa tallaisen ongelman ratkaisu ei ole tdysin
mutkatonta

Esimerkki: XOR ja RBF-luokitin

Lahestytdan jo tutuksi kdynyttda XOR-ongelmaa kayttdaen RBF-luokitinta

Tehdaan seuraavanlainen epalineaarinen kuvaus piirrevektoreille:

g =yt = [l

exp(—||x — o)
missd ¢; = [1,1]7 ja ¢y = [0, 0]

Talloin piirrevektorit kuvautuvat seuraaviin paikkoihin uudessa piirreavaruu-
dessa:

wi ¢ [1,0/7 — [0.368,0.368]7, [0,1] — [0.368,0.368]"
wy : [0,07 — [0.135,1)%, [1,1]" — [1,0.135]"

ja luokista tule lineaarisesti separoituvat
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Valitaan separoiva hypertaso uudessa piirreavaruudessa seuraavasti:

9y)=mn+y—1=
exp(—[x — c1|]”) + exp((—|x —e2f*) =1 =0

Luokitteluongelman ratkaisu uudessa ja alkuperadisessa piirreavaruudessa:

XOR AOR

0

¥ tosi @ cpitosi

Alkuperadisessa piirreavaruudessa paatosraja ei ole tasmalleen ellipsi kuten
kuvassa, vaan vain sitd muistuttava kayra. Kirjassa on parempi kuva
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7.5 Tukivektorikone

('A Tutorial on Support Vector Machines for Pattern Recognition’,
http://svm.research.bell-labs.com)

Tukivektorikoneen ('Suport Vector Machines’, SVM) idea on hyvin samankal-
tainen kuin RBF-luokittimen

SVM-menetelma perustuu Vapnik-Chernovenkis oppimisteoriaan ja raken-
teellisen riskin minimointiin (Ndm3& asiat opetetaan esim. neuraalilaskennan
jatkokurssilla)

SVM-menetelmassa piirrevektoreille suoritetaan aluksi epalineaarinen kuvaus
ja pyritaan sitten 16ytamaan yhdensuuntaiset hypertasot, jotka maksimoivat
luokkien valiin jadvan marginaalin ja minimoivat luokitteluvirheet

Tarkastellaan aluksi lineaarista SVM-menetelmaa lineaarisesti separoituvalle
ongelmalle, tehdaan sitten menetelmalle epalineaarinen yleistys ja tarkastel-
laan lopuksi ongelmaa, joka ei ole lineaarisesti separoituva
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Lineaarisesti separoituvat luokat

Tarkastellaan kahden luokan tapausta
Ol., etta luokat ovat lineaarisesti separoituvat

Etsitdan kaksi yhdensuuntaista hypertasoa, H; ja H>, siten, ettd seuraavat
ehdot toteutuvat kaikille opetusnaytteille x(7), 0 <i < N:

wlx(i) +wo > 41, kun x(i) € w
T

. (97)
w x(i) +wy < —1, kun x(i) € wo,
missd w on hypertasojen normaali
Hypertasot on maaritelty seuraavasti:
Hi: wix+wy=+1
1 0 (98)

Hy: wix+wy=—1
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Ehdot (97) voidaan yhdistdad muuttujien y(i) avulla, jotka saavat arvon +1
tai —1 riippuen siitd kuuluuko x(7) luokkaan wy vai wy

y(i)(wix(i) +wy) —1>0VI<i<N (99)

Koska luokat oletettiin lineaarisesti separoituviksi, hypertasojen H; ja Hj
valiin jaa marginaali, jossa ei ole lainkaan opetusnaytteita
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Olkoot d (d_) etiisyys hypertason w’x + wy = 0 ja siti ldhinni olevan
luokan w; (ws) pisteen vélinen Euklidinen etdisyys. Silloin marginaalin leveys
ondy +d- =2/|w

Yritetdan etsia sellaiset hypertasot H; ja H,, ettd marginaali maksimoituu
(tai |[w]|? minimoituu) ja ehdot (99) toteutuvat

Muodostetaan minimoitava kustannusfunktio J(w, wy, ) kdyttden Lagran-
gen kertoimia a = [ay, ... ay]? > 0:

J(w, wp, @) = %wTW =Yy x() +ug) — 1) (100)
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Minimiratkaisu l6ytyy J:n gradientin nollakohdasta:

aJ Y

w 0=w= ;1 a;y(i)x(1) (101)
a.J o

P = 0= ;1 ay(i) =0 (102)

Sijoitetaan nama ehdot kaavaan (100) ja muodostetaan ns duaaliongelma
a:n |oytamiseksi:

N 1 N

max Q(a) = > ai— 5 DO asay(i)y(G)x" (i)x(4) (103)

i=1 i=1 j=1
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siten, etta

N

> agy(i) =0 (104)
=1
a; > 0,0 <i< N (105)

Kun on I8ydetty duaaliongelman ratkaisu o*, saadaan optimaaliset w* ja wj
seuraavasti:

Z ofy(i (106)

=1—-x"(i)w*, missid x(i) € wy, af >0 (107)
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Saadaan siis ratkaisuksi marginaalin maksimoiva diskriminanttifunktio g(x),
joka kulkee hypertasojen H; ja H, puolessavalissa:

N
g(x) =x"w +wp =Y ajy(i)x"(i)x +wp =0 (108)

i=1
Edellinen kaava voidaan tulkita siten, etta diskriminanttifunktiota approksi-
moidaan lineaarisilla kantafunktiolla x* (7)x

Niitd opetusndytteitd x(7), joita vastaava Lagrangen kerroin «; > 0, kut-
sutaan tukivektoreiksi. Ainoastaan tukivektorit huomioidaan diskriminantti-
funktiossa (vrt RBF: automaattinen kantafunktioden valinta!)
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Epalineaarinen yleistys

SVM-menetelmalle saadaan epalineaarinen yleistys korvaamalla kaavassa
(108) esiintyvit sisatulot x” (i)x epilineaarisilla kantafunktioilla

K (x,x(i)) = ®(x)" ®(x(i)), (109)
missd ®(-) : R! — R¥ on jokin epilineaarinen kuvaus

Téllainen ratkaisu saadaan, jos ensiksi kuvataan piirrevektorit funktion ®(-)
avulla uuteen piirreavaruuteen ja muodostetaan sitten lineaarinen SVM

Epélineaarisen SVM:n ratkaisussa esiintyvia sisatuloja ei valttamatta tarvitse
laskea uudessa piirreavaruudessa

Kantafunktioiden tulee toteuttaa Mercerin teoreeman ehdot. Mm seuraavat
funktiot ovat kaypia kantafunktioita:

(x"x(i) + 1)? (polynomiaalinen SVM) (110)
L x — x()|>) (RBF SVM) (111)

eXp(—@
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Lineaarisesti separoitumattomat luokat

Tarkastellaan edelleen kahden luokan tapausta, mutta oletetaan,
ettd luokat eivat ole lineaarisesti separoituvat

Nyt pyritdan maksimoimaan luokkien valiin jadvaa marginaalia ja
minimoimaan luokitteluvirheiden lkm:3a

Muodostetaan opetusnaytteille seuraavat ehdot:

y()(w'x(i) + wo) > 1-¢ (112)

missd & > 0 on ns slack-muuttuja, joka kertoo onko opetusndyte x(i) mar-
ginaalin sisalla (0 < & < 1) tai vaaralla puolella (§; > 1)

S N | & on yldraja luokitteluvirheiden Ikm:lle
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Minimoitava kustannusfunktio, jossa edelliset ehdot on huomioitu kayttden
Lagrangen kertoimia a« > 0 ja > 0O:

N
1
J(W,U}O,f,@,,u) = §WTW + CZ&

_Zaz )+W0 _1+§7, Zﬂzfz

missd & = [¢1, ..., &n]T ovat slack-muuttajat ja p = [y, . .., un]” niihin liit-
tyvat Lagrangen kertoimet. C' on kayttdjan maardama parametri, joka ker-
too kuinka tarkeda luokitteluvirheiden minimointi on suhteessa marginaalin
leveyden maksimointiin

(113)

Kun toimitaan kuten lineaarisesti separoituvassa tapauksessa, saadaan seu-
raava duaaliongelma:

max Q(a Zaz—ézzaz%y xG)  (114)

=1 j=1
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siten, etta

N
Zaiy(i) =0 (115)
i=1
0<a; <C,V0O<i<N (116)

Kun on Ioydetty duaaliongelman ratkaisu o*, optimaalinen w* saadaan seu-
raavasti:

N,
W'=Y ay(i)x(i), (117)
i=1
missa IV, on tukivektoreiden lkm

Loput tuntemattomat eli wg, £* ja ;1* voidaan ratkaista seuraavista yhtaloista:

o (y(i) (X ()W +wp) —1+&)=0,Y0<i <N (118)
pi& =0,v0<i < N (119)
ol +p; =C,V0<i< N (120)
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Tukivektoreita ovat ne opetusnadytteet x(1), joille patee:
y(i)(x" (W +wg) =1 & (121)
ei0<a; <C

Epalineaarinen yleistys muodostetaan samalla tavalla kuin lineaarisesti se-
paroituvassa tapauksessa korvaamalla ratkaisussa esiintyvit sisatulot x7 (i)x
epalineaarisilla kantafunktioilla

Mikali luokkia on enemman kuin kaksi, muodostetaan SVM jokaisen luok-
kaparin valille

SVM-menetelman etuna on se, ettd joudutaan ratkaisemaan vain kvadraat-
tinen optimointiongelma, jossa rajoitusehdot ovat lineaarisia

SVM-menetelmassa kantafunktioiden lkm:n ja sijoittelun valinta tapahtuu
automaattisesti

Toisaalta, jos luokat ovat kovin paallekkaiset tai datassa on paljon ns outlier-
pisteitd, menetelma I6ytaa runsaasti tukivektoreita
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Esimerkki: XOR ja SVM-menetelma

Ratkaistaan jalleen kerran XOR-ongelma, mutta nyt epélineaarisella SVM-
menetelmalla

Merkitaan +1=tosi, -1=epatosi eli:

i x(1) class y(7)
1 [—1, —1]T [0%5) -1
2 [-L,+1" w41
3 [+1,-1T w41
4 [+1,+1]T (09)) —1

Kaytetdan polynomiaalisia kantafunktioita, joiden asteluku on 2:

K(x,x(1)) =(x"x(i) + 1)?
=1+ 2127 (i) + 2212921 (1) 22 (7)
+ 2222(1) 4 22121 (1) + 22229(4)
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Tama kantafunktio vastaa seuraavaa piirteiden epalinearista kuvausta
f: xcR?—ycRS

y = f(x) = [1,22, V22,29, 23, V211, V/229] "

Koska uusissa piirrevektoreissa oli mukana vakiotermi 1, kynnysarvo wg on
turha ja se voidaan asettaa suoraan nollaksi

Tehd3an ratkaisulle (114) epélineaarinen yleistys korvaamalla alkuperéiset
piirrevektorit uusilla piirrevektoreilla

Uusien piirrevektoreiden sisatulot voidaan korvata kantafunktioilla

Silloin saadaan seuraava duaaliongelman kustannusfunktio:

1
Q(Oé) =a1 + ay + a3+ oy — 5(90&% — 2019 — 20103 + 200104

+ 904% + 203 — 200004 + 9@% — 203004 + g&i)

147



Q(a):n maksimi l6ytyy gradientin nollakohdasta:

9Q()
Oa

1
=0=a" = g[1,1,1,1]T

Edellisen tuloksen perusteella tiedetdan, etta kaikki opetusnaytteet ovat tuki-
vektoreita. Silloin kaavan (117) epélineaarisen yleistyksen perusteella

W= atyli)x()

=[0,0,—-1/v/2,0,0,0]"
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Optimaalinen diskriminanttifunktio on siis

gx;w) =fl(x)w* =0= -2, =0

ja sen antama ratkaisu nayttaa alkuperdisessa piirreavaruudessa talta:

X tosi . epitasi
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8. NEUROVERKKOMENETELMAT

Ihmisten ja eldinten loistava hahmontunnistuskyky perustuu lukuisiin yksin-
kertaisiin aivosoluihin ja niiden valisiin kytkentoihin

Mm edellisen innoittamana on kehitelty laskennallisia menetelmia, joita kut-
sutaan seuraavilla nimilla: '(Artificial) Neural Networks' eli (A)NN,
"Connectionist Modelling’, 'Neuromorphic Modelling’ ja 'Parallel Distributed
Processing’ eli PDP

Neuroverkkomenetelmien tarkeimmat ominaispiirteet ovat:
e Yksinkertaiset laskentayksikot, neuronit tai perseptronit
e Verkkomainen struktuuri, synaptiset kytkennat
e Rinnakkainen laskenta

e Black Box-malli syotteen ja vasteen valille
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Neuroverkko koostuu toisiinsa (lokaalisti) kytketyista (lukuisista) neuroneista
Kytkent6jen vahvuus on saddeltavissa synaptisten painojen avulla
Yksittaisen neuronin laskentakyky on vahainen

Neuronien viliset kytkennat (neuroverkon struktuuri) voivat jakaa monimut-
kaisen ongelman yksinkertaisiksi osaongelmiksi

Kokoinaslaskenta-aika nopeutuu, kun osaongelmat ratkaistaan rinnakkaisesti

Neuroverkot ovat dynaamisia systeemeja, joiden tila (neuronien kytkennét ja
ulostulo) muuttuu ajan, sisdantulojen ja alkutilan mukaan

Hahmontunnistusongelmassa pyritdan I6ytamaan neuronien valille sellaiset
kytkennat, etta syntyy haluttu assosiatiivinen kdyttaytyminen: annettu sisdan-
tulo (havainnot) yhdistetdan tiettyyn vasteeseen (luokitus)

Klusterointiongelmassa pyritian muodostamaan neuroverkon avulla malli
havaintojen rakenteelle (esim. SOM)
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Erilaisia neuroverkkojen rakenteita: (a) Feedforward MLP-verkko, (b) reku-
rentti Hopfield-verkko, (c) Yleinen kaaviokuva (a):sta, (d) yleinen kaaviokuva
(b):sta

Outouts

Inputs

Adjustable weights; used for training

wy, wr, wey

)

Weights (storage) 4 %Ly, (possibly asynchronous)
Delay of all units
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Tyypillisia piirteitd neuroverkkosovellutuksille:

e Korkeaulotteinen piirreavaruus
e Monimutkaiset riippuvuussuhteet piirteiden valilla

e Tyhja, yksikasitteinen tai (yleensd) usean tasavertaisen vaihtoehdon
muodostama ratkaisujoukko

Hahmontunnistuksessa neuroverkot soveltuvat varsinaisen luokittelun ja ver-
tailun lisdksi esikasittelyyn ja piirreirrotukseen
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8.1 Perseptroni
Biologinen (a) ja elektroninen (b) neuronimalli:

Incoming axionic
nerve fibers

M\

N s‘ y . £ Synapses
Y
N "“&\ < linterconnections)

/|
G === Dendrites (inputs
\“Q"}’Ilfi}‘ Dendrtes tnputs) /" \

Soma and
cell nucleus

p A

>
Nonlinear
amplifier
(cell body)

Variable resistors
(synapses)

(b)

Presynaptic
inhibitory synapse
Outgoing axons and
axonic nerve fibers
(outputs)

(@)
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Perseptroni on malli neuroverkon neuronille, joka suorittaa sisdantulolleen x
seuraavan, yksinkertaisen laskutoimituksen:

!
v = wy + Zwixi = wo + WX, (122)

=1

y=f(v), (123)

missd y on neuronin ulostulo, w synaptisten kytkent6jen painokertoimet, wy
kynnysarvo ja f(-) aktivaatiofunktio
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Perseptronin aktivaatiofunktio on usein tyypiltdan jokin seuraavista:

)1 Josz <0

flz) = {—l—l, josz >0 (124)
~J0, josx <0

flo) = {1, josz >0 (125)

1
flz) = m7 (126)
1 —exp(—
f(z) = c#m = ctanh(%), (127)

missd a ja ¢ ovat funktion muotoa saatelevid parametreja

Edelliset aktivaatiofunktiot ovat tyypiltdaan epajatkuvia askelfunktioita
(McCulloch-Pitts perseptroni) tai jatkuvia ja derivoituvia litistysfunktioita
('squashing function’)
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Molemmilla tyypeilld on puolensa: askelfunktioilla neuroverkon suorittaman
kuvauksen analysointi, ja jatkuvilla funktiolla neuroverkon opettaminen, on
helpompaa

Erilaisia aktivaatiofunktiota: (a) lineaarinen, (b) kynnys/askelfunktio, (c) li-
neaarinen kynnysfunktio, (d) sigmoidi, (f) sigmoideja erilaisilla parametrin
arvoilla
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Kun kdytetddan em perseptroneja diskriminanttifunktiona, voidaan piirreava-
ruus jakaa lineaarisesti kahteen osaan

Yksittdinen perseptroni suoriutuu siis melko yksinkertaisesta luokitteluongel-
masta

(Perseptronin opettamisesta puhuttiin lineaaristen luokittimien yhteydessa)

(Aktivaatiofunktiot voivat olla myés RBF-tyyppisia)

8.2 MLP-verkko

Kytkemalla perseptroneja toisiinsa, saadaan aikaiseksi monimutkaisemmista
ongelmista suoriutuva neuroverkko

Eras tyypillinen ratkaisu on kytked perseptronit toisiinsa siten, ettad ei synny
silmukoita ('Feedforward network’)
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Taman verkkoarkkitehtuurin yksi yleinen erikoistapaus on monikerrospersept-
roni ('Multi-layer perceptron’, MLP)

MLP-verkossa perseptronit on jarjestetty useiksi kerroksiksi, joiden sisdlla ei
ole kytkent6ja. Kerrokset on jarjestetty ja jokainen kerros kytketty taydellisesti
edeltdjaansa ja seuraajaansa

Kuva 3-kerrosperseptronista, jolla on yksi ulostuloperseptroni:

159



MLP:n 1. kerros on sisdantulokerros, jossa on jokaiselle piirteelle oma per-
septroni. Sisdantulokerroksen perseptronit eivat suorita lainkaan laskentaa

Viimeinen kerros on ulostulokerros, jonka perseptronien ulostulo on koko
neuroverkon ulostulo eli vaste. Ulostuloperseptronien aktivaatiofunktio on
usein lineaarinen

Ulostuloperseptronien lkm riippuu ongelmasta

Viliin jaavia kerroksia kutsutaan piilokerroksiksi. Piiloperseptronien aktivaa-
tiofunktion tyyppi on usein kaikille sama (jos tyyppi on RBF, verkkoa kutsu-
taan RBF-verkoksi!)

Sopiva piiloperseptronien Ikm riippuu ongelmasta

Tarkastellaan seuraavaksi 2 ja 3 kerroksisia MLP-verkkoja, joiden perseptronit
on McCulloch-Pitts-tyyppisia
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2-kerrosperseptroni

("Two-layer perceptron’)

Yksinkertaisimmillaan MLP-verkossa on vain yksi piilokerros ja yksi ulos-
tuloperseptroni (vastaa kahden luokan ongelmaa)

161



Seuraava tarkastelu on helppo yleistdd useammalle ulostuloperseptronille
(useamman kuin kahden luokan ongelma)

Voidaan ajatella, etta 2-kerrosperseptroni ratkaisee luokitteluongelman kahdes
sa perattdisessa vaiheessa

Piilokerros maarittaa piirreavaruuteen hypertasoja ja laskee sisdantulon ase-
man niihin ndhden

Ulostulokerros yhdistelee piilokerroksen perseptronien ulostuloja ja paattelee
mihin osaan piirreavaruutta ja mihin luokkaan havainto kuuluu

Voidaan myo0s ajatella, etta piilokerros suorittaa epalineaarisen kuvauksen
uuteen piirreavaruuteen ja ulostulokerros suorittaa varsinaisen lineaarisen
luokittelun (vrt viime luonnolla esitelty yleistetty lineaarinen luokitin)

Esimerkki: XOR ja 2-kerrosperseptroni
Ratkaistaan 2-ulotteinen XOR-ongelma kayttden 2-kerrosperseptronia

Perseptronien aktivaatiofunktiot saavat joko arvon 0 (epatosi) tai 1 (tosi)
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Kaytetdan piilokerroksessa kahta perseptronia

Valitaan piiloperseptronien painokertoimet siten, ettd tosi-luokan havainnot
jaavat perseptronien maarittamien suorien valiin ja epatosi-luokan havainnot
taas niiden ulkopuolelle

b

e
o,
. .
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Valitaan ainoan ulostuloperseptronin painokertoimet siten, ettd verkon ulos-
tulo on 0 tai 1 seuraavan taulukon mukaisesti:

v x|yt yh |y
0 0|0 00
0o 1/1 o1
1 0|1 01
1 1]/1 10

missd 11 ja T ovat verkon sisddntulot, y? ja y? piiloperseptronien ulostulot
ja y° verkon ulostulo

Katsomalla taulukkoa tarkemmin, nahdaan helposti, etta toinen piilopersept-
roni suorittaa AND- ja toinen OR-operaation (vrt aikaisempi esimerkki)
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Verkon painokertoimet voidaan valita esimerkiksi seuraavasti:
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2-kerrosperseptronin luokittelukyky

Tarkastellaan seuraavaksi millaisista kahden luokan ongelmista 2-kerrosper-
septroni selviytyy (tulokset yleistyvat helposti useammalle kuin kahdelle
luokalle)

Ol., ettd aktivaatiofunktiot ovat kaksiarvoisia (0 tai 1)

Ol., ettd verkossa on [ inputperseptronia, p piiloperseptronia ja yksi ulostu-
loperseptroni

Piilokerros kuvaa piirrevektorit p-ulotteisen hyperkuution H, kulmiin:

Hy={lyr, -, y)" wi €[0,1],1 <0 < p} (128)

Hyperkuution kulmia ovat ne pisteet, joissa y;:iden arvot ovat joko nollia tai
ykkosia

Jokainen piiloperseptroni vastaa hypertasoa. Nama hypertasot jakavat piir-
reavaruuden osiin, monitahokkaiksi, joista jokainen vastaa yhta hyperkuution
H, kulmaa
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Ulostuloperseptroni jakaa hyperkuution H, lineaarisesti kahteen osaan. Eri
hyperkuution osiin jadvat kulmat vastaavat eri luokkia

2-kerrosperseptronin muodostamat paatosalueet ovat siis monitahokkaiden
unioneita

P3atosalueet eivat voi olla mitd tahansa monitahokkaiden unioneita, koska
ulostuloperseptronin tekema paatds on lineaarinen

+ 93
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3-kerrosperseptroni

("Three-layer perceptron’)

Tarkastellaan seuraavaksi 3-kerrosperseptronia, jossa on 2 piilokerrosta ja jo-
ka pystyy suorittamaan monimutkaisemman kuvauksen kuin 2-kerrospersep-
troni

Tarkastellaan kahden luokan ongelmaa
Ol. ettd perseptronien ulostulot ovat kaksiarvoisia

Ol., ettd luokkaan w; kuuluu kaikki havainnot, jotka sattuvat tiettyihin (J
kpl) 1.:n piilokerroksen p:n perseptronin maarittamiin monitahokkaisiin.
Luokkaa wy vastaavat kaikki loput monitahokkaat

2. piilokerros pystyy muodostamaan kaikki mahdolliset J:n monitahokkaan
unionit, jos siind on J piiloperseptronia
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Todistus:

1. piilokerroksen perseptronit maarittavat p hypertasoa piirreava-
ruudessa

1. piilokerros kuvaa piirrevektorit p-ulotteisen hyperkuution kulmille.
Jokainen kulma vastaa yhta hypertasojen rajaamaa monitahokasta
piirreavaruudessa

Valitaan 2.:n piilokerroksen perseptronien painot siten, ettd yksi per-
septroni erottaa yhden hyperkuution kulman kaikista muista

Valitaan eroteltavat kulmat siten, etta ne vastaavat luokkaa w;

Valitaan ulostuloperseptronin painot siten, etta perseptroni toteuttaa
OR-operaation

Nyt verkon ulostulo on tosi (1), jos piirrevektori sattuu johonkin
luokkaa w; vastaavaan monitahokkaaseen ja muulloin epatosi (0)
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2. piilokerrokseen ei valttamatta tarvita .J:ta piiloperseptronia - minimimaara
riippuu ongelmasta

Yhteenveto: 1. piilokerros maarittaa hypertasot piirreavaruuteen, 2. piiloker-
ros maarittda hypertasojen rajaamien monitahokkaiden unioneita, ja ulostu-
lokerros maarittaa eri luokkia vastaavat paatosalueet

(Jos perseptronien aktivaatiofunktiot eivat ole askelfunktioita, MLP-verkon
toiminnan tulkinta ei ole ndin suoraviivaista!)

8.3 Universaali approksimaattori

Edellisten tarkastelujen perusteella MLP-verkko on selvasti epalineaarinen
luokittelumenetelma

MLP-verkko, jonka piiloperseptronit ovat epalineaarisia ja ulostuloperseptro-
nit lineaarisia ja jolla on yksi ulostuloperseptroni, on yleistetty lineaarinen
luokitin (ks edellinen luento)
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Tarkastellaan seuraavaksi tallaisen MLP-verkon ja muiden yleistettyjen
lineaaristen luokittimien approksimointikykya

Voidaan ajatella, ettd yleistetty lineaarinen luokitin approksimoi diskriminant-
tifunktioita (tai luokkien a posterior tnjakaumia) epalineaaristen kantafunk-
tioiden painotetulla summalla

Lihdetaan aluksi liikkeelle Weierstrassin teoreemasta:

e Olkoot g(x) jatkuva funktio, joka on maaritelty piirreavaruuden (sul-
jetussa) kompaktissa osajoukossa S

e Olkoot € > 0 jokin mielivaltaisen pieni vakio

e On olemassa r(€) ja astetta r oleva polynomi ®(x) siten, ettd

lg(x) — P(x)| <€ Vx €S (129)
e Ts, jatkuvaa funktiota voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti

polynomilla (suljetussa) kompaktissa alueessa, kunhan polynomi on
riittavan korkeaa astetta
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e Approksimointivirhe pienenee saannon O(ﬁ) (‘order of magnitude’)
mukaisesti

Suurin ongelma polynomilla approksimoinnissa on se, ettd usein riittdvan
tarkkuuden saavuttamiseksi tarvitaan korkea asteluku r

Korkeaulotteisten polynomien ongelmana on laskennan vaativuuden lisaksi
huono yleistamiskyky ja mittausvirheiden kertautuminen

Ongelmaa voidaan kiertaa approksimoimalla funktiota paloittain polynomeil-
la

Hidas approksimointivirheen pienentyminen on ongelma myos muille yleiste-
tyille lineaarisille luokittimille, joiden kantafunktiot ovat kiinteita

Mikali kantafunktiot eivat ole kiinteitd vaan maaritelty opetusjoukon perus-
teella saadettavien parametrien avulla (vrt MLP, RBF), approksimaatiovirhe
pienenee paljon nopeammin

Tarkastellaan sitten 2-kerrosperseptronia, jonka ainoan ulostuloperseptronin
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vaste voidaan kirjoittaa seuraavasti:

Zw"f x w4+ why) + wf (130)

missa k on piiloperseptronien lkm ja painokertoimen ylaindeksit o ja h viit-
taavat piilo- ja ulostulokerroksiin

Kun lisksi oletetaan, ettd f(-) on litistysfunktio, on vasteella ®(x) seuraavat
universaalit approksimointiominaisuudet:
e Olkoot g(x), jatkuva funktio, joka on maaritelty piirreavaruuden kom-
paktissa osajoukossa S

e Olkoot € > 0 jokin mielivaltaisen pieni vakio

e On olemassa k(€) ja k:n piiloperseptronin 2-kerrosperseptroni siten,
etta
lg(x) — d(x)| <€ Vx €S (131)
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e Approksimointivirhe pienenee sdannon O(%) mukaisesti (Ei riipu piir-
reavaruuden ulottuvuudestal)

e Tama tulos patee myos RBF-verkolle

e Ts jatkuvaa funktiota voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti
MLP- tai RBF-verkolla kompaktissa alueessa, kunhan perseptroneja
(kantafunktiota) on riittdvdan monta

MLP-approksimoinnin haittapuolena on se, ettd sopivien painokertoimien
valinta on epélineaarinen optimointiongelma (lokaalit minimit!)

Mita hyotya on kayttaa MLP-verkkoa, jossa on useampi kuin yksi piilokerros?
Silloin approksimointi on tehokkaampaa ja tietyn tarkkuuden saavuttamiseksi
tarvitaan yleensa vahemman perseptroneja
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8.4 Neuroverkon opettaminen

MLP-verkot, kuten muutkin neuroverkot tai yksittdiset perseptronit, opete-
taan opetusjoukon avulla

Opettamisella tarkoitetaan yleensa sopivien synaptisten painojen ja kynny-
sarvojen (verkon vapaiden parametrien) maaradmista

Laajemmin ajateltuna oppimisena voidaan pitada myos verkon struktuurin va-
lintaa

Oppiminen voi olla joko ohjattua (esim. Backpropagation), ohjaamatonta
(esim. Hebbian, Self-Organizing Map eli SOM) tai vahvistettua ('reinforce-
ment learning’)

Ohjaamattomassa yritetdan I0ytaa havainnoille mielekas vaste:

e (anti)Hebbian-oppiminen vahvistaa niiden neuronien valisia kytkentdja,
jotka aktivoituvat yhta(eri)aikaisesti. Hebbian-tyyppisia synapseja kut-
sutaankin korrelaatiosynapseiksi

176



e On olemassa fysiologisia todisteita sille, ettd hippocampuksessa, jol-
la on tarkea rooli oppimisessa ja muistamisessa, tapahtuu Hebbian-
tyyppista oppimista

e SOM yrittdd mallintaa havaintojen rakennetta neuronihilan avulla si-
ten, ettd lahelld toisiaan olevat neuronit aktivoituvat samankaltaisista
havainnoista (Tasta lisad klusteroinnin yhteydessa!)

Ohjatussa oppimisessa haluttu verkon vaste (luokka) tunnetaan. Verkon struk-
tuuri ja synaptiset painot pyritaan valitsemaan siten, ettd verkon todellinen
vaste on mahdollisimman l3helld sen haluttua vastetta (ja ettd verkon struk-
tuuri on mahdollisimman yksinkertainen!)

Ohjatun oppimisen menetelmat voidaan jakaa kahteen luokkaan: 1) opetus-
joukon taydelliseen luokitteluun perustuvat menetelmat ja 2) verkon halutun
ja todellisen vasteen eroa kuvastavan kustannusfunktion minimointiin perus-
tuvat menetelmat
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Opetusjoukon taydelliseen luokitteluun perustuvat menetelmat

Naissa menetelmissa lahdetadan liikkeelle yksinkertaisesta neuroverkosta, joka
ei yleensa pysty ratkaisemaan annettua tehtavaa

Verkkoon lisatdaan perseptroneja, kunnes se hallitsee opetusjoukon taydellisesti

Lahtokohtana nadissa menetelmissa on ajatus ongelman jakamisesta helpom-
piin osaongelmiin, jotka pystytaan ratkaisemaan yhdelld perseptronilla tai
hyvin yksinkertaisella verkolla ('constructive techniques’)

Verkon parametrit voidaan maarata lineaaristen luokittimien yhteydessa esi-
tetyilld menetelmilld (esim. perseptroni- tai LMS-algoritmilld)

Verkon asteittaiseen kasvattamiseen on kehitelty useita menetelmid, jotka pe-
rustuvat uusien piilokerrosten tai piiloperseptronien lisidmiseen. Osa menetel-
mista tuottaa MLP-verkkoja, mutta osa sallii kytkennat muidenkin kuin perat-
taisten kerrosten valilla tai kytkennat kerrosten sisalla
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Esimerkki: Tiling-algoritmi
Eras konstruktiivinen menetelma
Tuottaa MLP-verkkoja, joissa on useita kerroksia, yleensa vahintaan kolme

Tarkastellaan kahden luokan ongelmaa:

o Algoritmi lahtee liikkeelle yhdestd master-perseptronista, joka on en-
simmaisessa kerroksessa ja joka opetetaan pocket-algoritmilla

e Jaetaan opetusjoukko X kahteen osajoukkoon: paatospinnan positii-
viselle (X ) ja negatiiviselle puolelle (X ™) sijoittuvat havainnot

e Mikali jompikumpi tai molemmat osajoukot sisdltavat naytteita mo-
lemmista luokista, lisatdan ensimmaiseen kerrokseen apu-perseptronit:
n(X ™) ja/tai n(X ™), jotka opetetaan osajoukoilla X ja/tai X~

e Jaetaan osajoukot X ja X~ tarvittaessa uusiksi osajoukoiksi X T
X*T~, X~ ja X~ ja lisataddn niita vastaavat apu-perseptronit
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Lisdtdaan apu-perseptroneja kunnes ei pystytd muodostamaan uusia
osa-joukkoja

Lisataan uusi kerros ja sithen master-perseptroni, joka saa syotteensa
kaikilta edellisen kerroksen perseptroneilta ja jota opetetaan koko ope-
tusjoukolla. Kasvatetaan uutta kerrosta apu-perseptroneilla kuten en-
simmaista kerrosta

Lisataan uusia kerroksia, kunnes pystytaan luokittelemaan kaikki ope-
tusnaytteet oikein

Voidaan osoittaa, etta verkkoon lisatdan vain darellinen maara ker-
roksia (jokainen uusi kerros pystyy luokittelemaan oikein kaikki ne
naytteet kuin edellisen kerroksen master-perseptronikin ja vahintdan
yhden naytteen enemman)
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Luokitteluongelman ratkaisu Tiling-algoritmilla:
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Esimerkki: lahimman naapurin menetelmddn perustuva verkko

Toinen esimerkki konstruktiivisesta oppimismenetelmasta on MLP-verkon ra-
kentaminen [ahimman naapurin menetelmaan perustuen:

o MLP-verkon 1. piilokerros koostuu perseptroneista, jotka maarittavat
hypertason jokaisen opetusnayteparin valille

e 2. piilokerros muodostaa hypertasoista monitahokkaita AND-perseptro-
nien avulla

e Ulostulokerros muodostaa paatdsalueet OR-perseptronien avulla

Menetelman haittapuolena on se, etta verkkoon tarvitaan runsaasti neuroneja
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Backpropagation-algoritmi

Seuraavaksi kdydaan lapi verkon halutun ja todellisen vasteen eroa kuvasta-
van kustannusfunktion minimointiin perustuvat menetelma Backpropagation
(BP), jossa MLP-verkon struktuuri on kiinnitetty etukateen

BP-algoritmi on hyvin yleisesti kdytetty MLP-verkon opetusmenetelma

Koska BP-menetelma perustuu 'gradient descent’-optimointiin, kustannus-
funktion on hyva olla differentioituva

Edellisen perusteella kannataa kayttaa jatkuvia ja derivoituvia aktivaatio-
funktiota askelfunktioden sijasta

(Tallsin MLP-verkon 1. piilokerros ei kuvaa piirrevektoreita hyperkuution
kulmiin!)
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Kaytetetdan seuraavia merkintoja:

e Verkon suorittaman luokittelun onnistumista mitataan kustannusfunk-
tiolla J

e Verkossa on sisdantulokerroksen lisaksi L kerrosta perseptroneja

e Sisddntulokerroksessa on ko = [ perseptronia, r.:ssa kerroksessa on k,
perseptronia, 1 <r < L

o Kaikilla perseptroneilla on samanlainen aktivaatiofunktio — paitsi sisdant
jotka eivat suorita varsinaista laskentaa

e Opetusnaytteitd x(7) on kaytettdvissa IV kpl:tta ja niitd vastaavat ha-
lutut vasteet y (i) tunnetaan: (y(i),x(i)), 1 <i < N

e Verkon todellinen vaste i.:lle opetusnaytteelle on y(7)
e Vektori wj koostuu r.:n kerroksen j.:n perseptronin synaptisista pai-

noista ja kynnysarvosta
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A
J

e v on r.:n kerroksen j.:n perseptronin sisdantulon ja painovektorin w
sisatulo
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BP-menetelmdssa verkon parametreja paivitetdan iteratiivisesti 'gradient
descent’-menetelmalla:

w’(new) = w’ (old) + Aw, (132)

missa 57
AW = — oo 133
W) M@W}” *(old) (133)

ja p on positiivinen opetusparametri
Gradienttien laskenta

Tyypillisesti BP:n kustannusfunktion on seuraavaa muotoa:

J =" E(), (134)

missa E(i) on jokin y(i):std ja y(i):std (verkon haluttu ja todellinen vaste)
riippuva funktio, esim. nelidvirheiden summa
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BP:n péivityssdanndssa (132) tarvittava gradientti voidaan laskea silloin seu-
raavasti:

e 4. '(i) on (r — 1).:n kerroksen k:n perseptronin i.:tt4 opetusniytetta
vastaava ulostulo

e wj, on synaptinen painokerroin (r — 1).:n kerroksen k.:n perseptronin
ja r.:n kerroksen j.:n perseptronin valilla (ks edellinen kuva)

e 7.:n kerroksen j.:n perseptronin aktivaatiofunktion f(-):n argumentti
on silloin:

Z wjkyk + w
Z w]kyk 7

(135)

missa y,(i) = 1, Vr,i
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Ulostulokerroksessa r = L, y;.(i) = gx(i), k=1,...

7kL

Sisaantulokerroksessa 7 = 1, yi (i) = z4(i), k= 1,...

Kaavan (135) ja ketjusdannon perusteella:

OE(i)  OE(i) 0vj(i)
ow'  Oui(i) Ow!

J

Kaavan (135) perusteella:

oV (1) 0 0 : —
ajr =G B )Tv;-“(z):y 1
Wi Wio Wik, _y

missa y" (i) = (L, y{ ' (@), ..., yp ()T
Kaytetdan seuraavaa merkintaa:

OB(i) _ .
gur() 90

(delta-termi)

(4),

7k0

(136)

(137)

(138)
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e Silloin

Delta-termin laskenta

(139)

Edellinen tarkastelu yleistyy siis kaikille muotoa (134) oleville kustannusfunk-

tioille

Seuraavaksi esitetdan delta-termin laskenta virheiden neliGsummiin perustu-

valle kustannusfunktiolle:

™

L

2
6m

=32

=1

=5 = Jm (i)

=1 m=

M

l\D||—~

N

1

3
I

x
=

l\.’)lr—A
—

(140)

Delta-termit lasketaan lahtien liikkeelle ulostuloskerroksesta ja peruuttamalla
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(backpropagation!) kohti sisddntulokerrosta:

e Ulostulokerros, r = L:

 OB(i)
~ Ovk(i)

1 oL 1 &

3 > e i) = 3 > (fv

Edellisten kaavojen perusteella:

missa [’ on f:n derivaatta

e Muut kerrokset, r < L:

0E(i)

(141)

(142)

(143)

(144)
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Kaytetdan seuraava merkintaa:

kr

5@—1 _ 257’ 8vk(z)

J ko r—1/;
— avj (1)

Toisaalta

QUi (i) O3t Whne ()
O Al (i)
1

U ' = fu 1 (0))

(145)

(146)

(147)

(148)



Delta-termi voidaan kirjoittaa siis seuraavasti:
kr
0771) = (D Gr(iywiy) f(0) ()
k=1
tai samassa muodossa kuin kaava (143) ulostulokerrokselle
r—1/-\ _ r—1/, r—1/;
5]' (i) = €, (Z)f/(vj (4)),

missa

kr
e (i) = ) di(i)wy
k=1

(149)

(150)

(151)
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Yhteenveto ja huomiota:

Edelliset tarkastelut voidaan koota seuraavaksi algoritmiksi:

e Initialisointi: arvotaan painoille pienet alkuarvot

e Eteenpiinlaskenta: lasketaan jokaiselle opetusnaytteelle x(3),
i=1,..., N, kéyttden viimeisimpid painojen arvoja v} (i) ja yj(i) =
f@i(@), j=1,... k., v =1,..., L. Lasketaan lisdksi F/(i) ja J

e Taaksepdinlaskenta: lasketaan ulostulokerrokselle 5}(@) ja jarjestykses-
sa aikaisemmille kerroksille 5;_1(@'), r=>L,...,2

e Paivitys: lasketaan uudet arvot painoille

w’(new) = wj(old) + Awj (152)
Awj = =) 50y (i) (153)
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Algoritmin lopetuskriteerind on usein tavoitearvo J:lle, kynnysarvo J:n muu-
toksille tai sen gradientin pituudelle, tai maksimimaara opetuskierroksille
('epochs’)

Algoritmin konvergointinopeus riippuu luonnollisesti y:sta: hyvin pienella p:lla
konvergointi on varmaa, mutta hidasta; suurella p:lla vaarana on hyppaaminen
optimin yli ("overshooting'). Yksi vaihtoehto on kayttaa aluksi isompaa ja lo-
puksi pienempaa p:ta

BP ratkaisee epalineaarisen optimointiongelman, jolla on yleensd useampi
kuin yksi lokaali minimi. Ei ole mitdan takeita etta BP |oytdisi niista par-
haimman. Yleensa opetetaan verkko useita kertoja eri alkuarvoilla ja valitaan
paras tulos

Edelld painovektoreita paivitettiin kaikkien opetusnadytteiden perusteella
('batch’-versio). Painoja voidaan paivittad myds yksittdisten niytteiden pe-
rusteella ('on-line’-versio)
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'On-line’-versiossa on enemman satunnaisuutta, koska kustannusfunktion gra-
dienttien estimaatit perustuvat vain yhteen naytteeseen. Tama lisatty satun-
naisuus hidastaa konvergointia, mutta auttaa paasemaan pois lokaaleista mi-
nimeista

Satunnaisuutta voidaan lisata edelleen kayttamalla opetusnaytteet erilaisissa,
satunnaisissa jarjestyksessa eri opetuskierroksilla

Erilaisia kustannusfunktiota
Ennustusvirheiden nelidsumma ei ole ainoa vaihtoehto BP:n kustannusfunk-
tioksi

On olemassa joukko paremmin kayttaytyvia ('gradient descent’ 16ytda globaa-
lin minimin, jos sellainen on olemassa) luokittelunongelmaan sopivia funktio-
ta

Seuraavaksi esitell3an niistd muutamia
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Ol., ettd verkon halutut ulostulot 3, ovat satunnaismuuttujia, jotka saavat
joko arvon 1 tai 0, ja verkon todelliset ulostulot ¢, ja 1 — %, ovat naiden
arvojen a posterior tn:ia.

Ol. lisdksi, etta ulostuloperseptronit ovat toisistaan riippumattomia

Silloin yhden opetusnéyteen vasteelle saadaan seuraava tn:

kg,

p(y) = [T =g (154)

k=1

Kun lasketaan koko opetusjoukon vasteiden neg. 'loglikelihood’-funktio, saa-
daan ’cross-entropy’-funktio

N ki
J=- Z Z(yk(i) In gr,(4) + (1 — g (i) In(1 — g (i))) (155)
=1 k=1

J saa minimiarvonsa, kun y (i) = g (7)
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Jos .t ovat todellisia tn:id valilla (0, 1) ja J:std vahennetddn sen minimiar-
vo, saadaan

kr ~ g ~ /-
== S 2 - i =) s

Voidaan osoittaa, ettd 'cross-entropy’-funktio riippuu suhteellisista virheista,
ja toisin kuin ennustusvirheiden neliosumma, painottaa isoja ja pienia virheita
yhta paljon.

Kun y;:t ovat 0- tai 1-arvoisia ja painot ovat 'cross-entropy’-kustannusfunk-
tion mielessa optimaaliset, 7t ovat todella estimaatteja luokkien a posterior
tn:lle P(wg|x)

(Edellinen tulos patee myds ennustusvirheiden neliGsummaan perustuvalle
kustannusfunktiolle)

197



'Cross-entropy'-funktioon perustuvan kustannusfunktion selvin etu on se,

etta se divergoi, jos jokin ulostuloista lahestyy vaaraa lokaalia optimia ja 'gra-

dient descent’-menetelmé pystyy reagoimaan nopeasti. (Vastaavassa tilantees-
sa virheiden nelidsummaan perustuva kustannusfunktio lihestyisi vakiota)

Erds vaihtoehto kustannusfunktioksi on luokkien todellisten ja estimoitujen
a posterior tnjakaumiksi tulkittujen y:n ja y:n vdlinen Kulback-Liebler-
etdisyys

(157)

joka on aina positiivinen ja saa minimiarvon nolla, kun y =y

Vaikka y ja y oletettiin tnjakaumiksi, ne eivat valttamatta summaudu ykko-
siksi. Tasta ongelmasta paastaan eroon kayttamalla ulostulokerroksessa ak-
tivaatiofunktiona softmax-skaalausta:
L
. exp(vy)
Yk = L T (158)
> k=1 €xp(vy;)
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BP-algoritmin variaatioita

"Gradient descent’-menetelmaan perustuvan optimoinnin yleinen ongelma on
hidas konvergointi

Konvergointi on hidasta varsinkin silloin, kun gradientin suunta vardhtelee
opetuskierrosten valilla (kanjoni-efekti, J:n Hessian-matriisin ominaisarvot

eivat ole lahelld toisiaan)

Aina kohti optimia osoittava (a) ja vardhteleva (b) gradientti:

6, 0,

(a) (b)

199



Varahtelya voidaan viahentdd momentti-termin avulla seuraavasti:

AW’ (new) = aAw’(old) — Z 5T (i)y"~ (159)
w’ (new) = wj(old) + ij(new) (160)

« on positiivinen momenttikerroin, jonka arvot ovat tyypillisesti valilla 0.1 —
0.8

Momentti-termin keskiarvoistava vaikutus nahdaan hyvin seuraavista
kaavoista:

Av() = adwi(t = 1) () (161)

— _MZag —t) + a" Aw’(0), (162)

missa g(t) on J:n gradientti ¢.:11d iteraatioaskeleella. Kun a < 1 alkuarvauk-
sen vaikutus lahestyy nollaa muutaman iteraatioaskeleen jalkeen
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Oletetaan seuraavaksi, ettd liikutaan painoavaruudessa alueessa, jossa J:n
gradientti on ldhestulkoon vakio g (eli ei vardhtelya!). Silloin
]

Awj(T) = —p(l+a+a’+...)g=—1"—¢g (163)

eli kaytannossa momenttitermi kasvattaa opetusparametrid ja nopeuttaa kon-
vergointia

Momentti-termin kayton sijasta voidaan kayttda esim. seuraavaan heuris-
tikkkaan perustuvaa adaptiivistd opetusparametria:

% <1, p(t) = ru(t — 1) (kasvatus)
% > ¢, pu(t) =rqu(t —1) (piennennys) (164)
S S < () = ule = 1),

missa tyypillisesti r; = 1.05 ja ry = 0.7 ja ¢ = 1.04.
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Yksi vaihtoehto on kayttad jokaiselle painolle omaa adaptiivista ope-
tusparametria, jota kasvatetaan tai pienennetdian .J:n derivaatan merkin
perusteella. Mikali derivaatan merkki muuttuu perattaisilla iteraatioaskelilla
(varahtelya?), pienennetdan, muuten kasvatetaan opetusparametrid

'Gradient descent’-idean sijasta voidaan kdyttda muita optimointitekniikoita,
esim. 'Conjugate gradient’, 'Newton’, 'Kalman filtering’,
'Levenberg-Marquard’

Useimmissa em menetelmissa tarvitaan J:n Hessenian-matriisia, joka voidaan
laskea samaan tapaan kuin gradientit BP-algoritmissa
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8.5 'Weight sharing’ - invariantit piirteet

Yksi tarkeimpia ongelmia hahmontunnistuksessa on erilaisille transformaa-
tioille invarianttien piirteiden I6ytdminen (esim. kasinkirjoitettujen merkkien
tunnistuksessa paikka, koko, kallistus, vinot tai mutkittelevat rivit jne...)

Yksi tapa ratkaista ongelma on suorittaa raakadatalle erilaisia esikasittelyja
ja piirteille normalisointeja

Toinen tapa on sisallyttaa itse luokittelumenetelmaan keinoja kasitella trans-
formaatioita

Neuroverkkojen tapauksessa tama voidaan toteuttaa rajoittamalla joidenkin
painojen arvoja keskendan samoiksi ('weight sharing’)
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Ns korkeamman asteluvun MLP-verkoissa ("higher order networks’) pai-
nojen jakamista voidaan soveltaa esim. seuraavasti:

e Perseptronien aktivaatiofunktiot saavat argumenteikseen inputtiensa
epalineaarisen kombinaation:

fw) = f(wo+ Z w;T; + Z W)k L) (165)

e Perseptronin inputtien tulkitaan olevan perdisin 2-ulotteisesta hilasta
(esim. z;:t ovat kuvan pikseleiden arvoja), jonka pisteet voidaan kytkea
toisiinsa suorilla (z;, z;)

e Perseptronista saadaan epalineaaristen inputtermiensa suhteen trans-
laatioinvariantti, jos wj; = w, silloin kun (z;, z) = (z,, x5),

e ja rotaatioinvariantti, jos wj; = w;, silloin kun d(z;, x;) = d(z,, x5)

Painojen jakaminen vahentaa verkon vapaiden parametrien [km:aa tuntuvasti
ja yleensa verkon oppimiskyky ei heikenny ratkaisevasti
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Sovellutusesimerkki painojen jakamisesta:

205

Backpropagation Applied to Handwritten Zip Code Recognition, LeCun
et al, Neural Computation, Vol 1(4), 1989

Ongelmana on tunnistaa kirjekuorista skannattuja postinumeroita

Esikasittelyvaiheessa merkit segmentoidaan ja skaalataan 16 x 16:n
pikselin kokoiksi kuviksi

Merkit tunnistetaan MLP-verkolla, jossa on 3 piilokerrosta
Sisaantulokerroksessa on jokaista kuvapikselid kohti yksi perseptroni
Ulostulokerroksessa on jokaista luokkaa kohti yksi perseptroni

2:n ensimmaisen piilokerroksen perseptroniryhmat toimivat eraanlaisina
piirretunnistimina

Painojen jakamisen ansiosta piirretunnistus on translaatioinvariantia



e Verkon opetus perustuu BP-algoritmiin

e Verkossa on yhteensd 1256 perseptronia ja 64660 kytkentdaa, mutta
vain 9760 vapaata parametria

e Saavutettu tunnistustarkkuus (virhe noin 5%) on huomattavan korkea
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Esimerkkeja tunnistettavista merkeista:

L0322 - Y7 o

N I T

722 )<,
3SH60" ﬁnggc?

1611754857265 UT22641418¢
L3597202992997225100¢¢701
30844145 910610615406103631
(o6 1 H103047%5262D09919966
891A0TLT1QESTFIININATITESY460
Lel¥2T01871 IR7930%777098Y
Olo3707597331970155170%8
1074851 02aSS(T2514Y3380101943
787N (8SY¢C0554L00354605S
182551085030¢7520139401
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Kaaviokuva kasikirjoitettuja merkkeja tunnistavasta neuroverkosta:

10 output units [ ----eeeee-
fully connected
~ 300 links

layer H3

30 hidden units fully connected

~ B000 links

layer H2 [/ .

12 x 16=192 H2.1 N )

hidden units — = ~ 40,000 links
from 12 kernels
5x5x8

layer H1

12 x 64 = 768

hidden units

H1.1
~20,000 links
from 12 kernels
5x5

256 input units
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Ennustusvirheiden neliosumman ja tunnistustarkkuuden kehittyminen ope-
tuksen aikana:

T
m 101
b
&0
Q
= 102
s 1 | 1 L 1
10 0 5 0 15 20 25 30
training passes
M
—_
® -
=
=
o
g
=
5]
E =
o
L

-
0 5 10 15 20 25 30
training passes
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9. SYNTAKTISET JA RAKENTEELLISET
MENETELMAT

(Syntactic Pattern Recognition and Applications, King Sun Fu, Prentice-All,
1982)

Tahan mennessa esitetyissa tunnistusmenetelmissa oletettiin, ettda hahmot
voidaan esittda ja luokitella piirrevektoreiden avulla huomioimatta erityisem-
min hahmon rakennetta

Joissain tapauksissa tunnistus ei onnistu pelkkien piirrevektoreiden avulla,
vaan piirteiden valiset suhteet on myos huomioitava

Piirteiden valiset suhteet voidaan esittda esim. formaalin kielen tai graafin
avulla

Syntaktisia ja rakenteellisia menetelmid voidaan kayttaa luokittelun lisaksi
hahmojen analysointiin ja generointiin
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Syntaktiset menetelmiat perustuvat yleensa jasentimiin ja rakenteelliset eri-
laisiin symbolijonojen ja graafien vertailumenetelmiin

Syntaktisissa ja rakenteellisissa menetelmissd oletetaan usein, ettd hahmot
muodostuvat hierarkisesti yksinkertaisista osista, alihahmoista (esim. kieli -
kappaleet - lauseet - sanaluokat - sanat - tavut - kirjaimet - vedot)

Syntaktisessa ja rakenteellisessa hahmontunnistuksessa hahmot jaetaan ali-
hahmoiksi ja ndiden alihahmojen valiset suhteet selvitetdan

Eri luokissa voi olla samoja alihahmoja, mutta sdannét alihahmojen vilisille
suhteille ovat erilaiset.

Nama luokkakohtaiset saannot saattavat olla ainoa tieto, jonka perusteella
hahmot voidaan luokitella
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Esimerkki hahmosta, jolla on sisdinen rakenne:

SeVN » Denotes a nonterminal.

_ﬁ
Mapping to
nonterminals

—

} § — Generated/
parsed data

(Eri melodioissa voi olla saman korkuisia ja kestoisia savelia (nuotteja), mutta
savelien jarjestys on erilainen)
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Kaaviokuva syntaktisesta tunnistusjarjestelmasta:

213

Input
—
pattern

Preprocessing

Pattern representation

Recognition

Analysis

Segmentation Primitive Syntax Classification
or =] (and relation) (or structural) -
Decomposition recognition analysis and description
Sample Primitive Grammatical
e {and relation) (or structural)
patterns selection inference




9.1 Formaalit kielet

Voidaan ajatella, ettd hahmot ovat formaalin kielin sanoja

Formaalin kielen kielioppi kertoo milld tavoin hahmojen alihahmoja (symbo-
leja, muuttujia) voidaan yhdistelld suuremmiksi kokonaisuuksiksi (sanoiksi)

Maéritelldan seuraavaksi lauserakennekielioppi ('phrase-structure
grammar'):

e Lauserakennekielioppi G koostuu neljasta joukosta G = (Viy, Vi, P, S)

e Vi ja Vr (VnNVr = () ovat kielen nonterminaali- ja terminaalimuut-
tujien joukot ja niiden unioni Viy UV =V on kielen sanasto.

e P on joukko muodostussdantoja, jotka ovat muotoa o — (3, missa «
ja 3 ovat V:n osajoukkoja ja aN Vy # ()

e S € Vy on aloitusmuuttuja
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Joitain hyodyllisia merkint6ja:

> on kaikkien aarellisten pituisten symbolijonojen joukko, jotka on
muodostettu joukkoon X kuuluvista symboleista. A on tyhja symboli-
jono. ¥ =¥ — {\}

e 1" tarkoittaa, etta kirjoitetaan symbolijono x n kertaa perakkain
e |x| on symbolijonon x pituus

e 1) = 7 tarkoittaa sita, ettd symbolijonosta 7 voidaan suoraan ge-
neroida symbolijono v eli n = wjawsy, ¥ = wiBws ja on olemassa
muodostussaanté a — (3

e 1) = 7 tarkoittaa sitd, etta symbolijonosta 1 voidaan valillisesti ge-

neroida symbolijono v eli on olemassa symbolijonojen sarja ¢i,...,¢,
siten, ettd n = ¢, = ¢, ja ¢ =¢ Siy1, ¢ = 1,....n — 1. Sarjaa
G1,---,S, voidaan kutsua y:n johtamiseksi ('derivation’) n:sta
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Jos GG on lauserakennekielioppi, silloin
L(G) = {x|z € V[ siten, ettd S =, z} (166)
on sitd vastaava lauserakennekieli

Mikali kieleen L(G) kuuluva symbolijono voidaan generoida useammalla kuin
yhdelld tavalla, kielioppi G on moniselitteinen ('ambiguous’). Hahmontun-
nistussovellutuksissa pyritdaan yleensd muodostamaan kielioppi, joka on yksi-
selitteinen (jasennys on helpompaal)

Lauserakennekieliopit voidaan jakaa neljaan tyyppiryhmaan muodostussaanto-
jen perusteella:

e Tyyppi 0: rajoittamattomat kieliopit

Tallaiset kieliopit ovat liian yleisia ollakseen hyddyllisia ja on erittdin
vaikea paatelld onko annettu symbolijono kieliopin mukainen

(Rajoittamatonta kielioppia vastaa rajoittamaton kieli)
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e Tyyppi 1: kontekstiriippuvat kieliopit

Kaikki kieliopin muodostussaannét ovat muotoa 1 Agy — ¢3¢, missa
AeVy, c,6,0€Vjaf#A

(Kontekstiriippuvaa kielioppia vastaa kontekstiriippuva kieli)

e Tyyppi 2: kontekstiriippumattomat kieliopit

Kaikki kieliopin muodostussaannot ovat muotoa A — 3, missa
AeVyjapBeVt

Kontekstiriippumattomat kieliopit ovat kaikkien vahiten rajoitettu kieli-
oppityyppi, jolle on olemassa tehokkaita jasennysmenetelmia

Muodostussaannét voidaan esittdd myds puun ('derivation / parsing
tree') avulla, joka muodostetaan seuraavasti:

— Puun solmut vastaavat V:hen kuuluvia muuttujia

— Puun juuri vastaa aloitusmuuttujaa S

— Mikali solmulla on jalkeldisia, se vastaa nonterminaalimuuttujien
joukkoon Vi kuuluvaa muuttujaa
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— Mikali solmut ny,...,n; (vastaavat muuttujia Ay, ..., Ag) ovat
solmun n lapsia (vastaa muuttujaa A), silloin on olemassa muo-

dostussaanto A — A;As ... A
Esimerkki: Olkoot G = (V, Vp, P, S), missa Vy = {S, A, B},
Vp = {CZ, b} ja

P={S —aB, S — bA,
A —alf, A — bAA,
A—a, B — bS,

B — aBB, B — b}

N&hdaan helposti, etta kielioppi G on kontekstiriippumaton. Kielioppia
vastaava kieli L(G) koostuu symbolijoinoista, joissa on yhtd monta a:ta

ja b:td ja vahintdan yksi kumpaakin
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Edelld maariteltyyn kieleen kuuluvaa sanaa abba vastaava puu:

(S = aB = abS = abbA = abba)
(Kontekstiriippumatonta kielioppia vastaa kontekstiriippumaton kieli)
e Tyyppi 3: Sdanndlliset kieliopit ('finite-state’, 'regular’)

Kaikki kieliopin muodostussaannot ovat muotoa A — aB tai A — b,

missa A, B € Vy ja a,b € Vp. A, B,a ja b ovat kaikki yksittaisia
symboleja
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Saanndllisessa kieliopin muodostussdannon molemmilla puolilla voi siis
olla korkeintaan yksi nonterminaalisymboli

Saanndllisen kieliopin hyvia puolia: 1) jasennys voidaan tehdadan darelli-
sella tilakoneella, 2) kieliopille voidaan muodostaa yksinkertainen graa-
finen esitys ja 3) on olemassa menetelmia, joiden avulla voidaan testata
kahden kieliopin, G ja Go , ekvivalenttisuus (ts L(G1) = L(Gs))

Esimerkki: Tarkastellaan kielioppia G = (Viv, Vi, P, S), missa Viy =
{S,A}, Vi = {a,b} ja P = {S — aA, A — aA, A — b}
Nahdaan helposti, ettd kielioppi G on saanndllinen ja sitd vastaava
kieli on L(G) = {a"bln =1,2,...}

(Saanndllista kielioppia vastaa saanndllinen kieli)

Jokainen sdaanndllinen kielioppi on kontekstiriippumaton; jokainen kon-
tekstiriippumaton kielioppi on kontekstiriippuva; jokainen konteksti-
riippuva kielioppi on rajoittamaton kielioppi
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Saannolliset kieliopit ja aarelliset tilakoneet

Toinen tapa tarkastella kielta on maaritella sithen kuuluvat sanat tunnistus-
menetelman avulla: vain tunnistusmenetelman hyvaksymat sanat kuuluvat
kieleen

Tunnistusmenetelmana voidaan kayttaa esim. tilakonetta

Aireellinen tilakone ('finite-state automaton’) voi hyviksya vain sainnéllisen
kieliopin mukaisia sanoja

Mairitelladn deterministinen, darellinen tilakone:

Tilakone A koostuu viidestd osasta: A = (X, Q, 0, qo, F)

> on aarellinen joukko symboleita, joilla tilakonetta ohjataan

@ on aarellinen joukko tilakoneen tiloja

d(g,a) = ¢ (0: Q x X — Q) maarittada kuinka tilakone kayttaytyy eli
vaihtaa tilaa erilaisilla ohjauksilla. Usein ¢ esitetdan taulukkona
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® ¢y € Q on tilakoneen alkutila

e [' € () on tilakoneen lopputilojen joukko

Kuva 3arellisesta tilakoneesta:

Finite control

U Input head

[albla[b]bla[b|b] Input tape
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Ol., ettd darellinen tilakone A on tilassa ¢ € (Q ja saa ohjaussymbolin a € X.

Silloin tilakoneen tila vaihtuu sddnnén 6(q,a) = ¢’ mukaisesti uuteen tilaan
/

q .

Pidempi sarja tilamuutoksia ja ohjauksia voidaan kirjoittaa kdyttden seuraa-
via merkintgja:

6(q,A) = q, (g, va) = 6(0(q, ), a), (167)

missa x € X* jaa € X

Sanotaan, ettd tilakone A hyvaksyy symbolijonon = € ¥*, jos

6(qo,z) =pjap e F (168)

Tilakoneen A hyvaksymien symbolijonojen joukko on kieli T'(A)

T(A) = {z|0(qo, x) € F} (169)
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Epadeterministinen &darellinen tilakone on muuten samanlainen kuin
edelld esitelty deterministinen darellinen tilakone paitsi ettd 0 antaa yhden
uuden tilan sijasta joukon mahdollisia uusia tiloja el

5(¢.0) = {a}, 6@, 2) = {ar. ... @i}, d(g.ea) = | 8(aia), (170)

qi€6(q,x)

missa x € X* jaa € X

Kaytetdan seuraavaa merkintaa:
S{aqr, - at ) = Jd(gi. ) (171)
Tilakone A hyviksyy symbolijonon x € ¥*, jos
p€ (g, x)jap € F (172)

Tilakoneen A hyvaksymien symbolijonojen joukko on kieli T'(A)
T(A) = {zlp € (g, ) ja p € I} (173)
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Symbolijonojen joukon L hyviksyvaia epadeterministd tilakonetta A vas-
taava deterministinen tilakone A’, joka my6s hyviksyy joukon L, voidaan
muodostaa seuraavasti:

e Halutaan siis, ettd L = T(A) = T(A")

e A=(%,Q,0,q0, F) ja A= (X, Q"0 qp, F)

e Y =X

e A':n tilat ' ovat A:n tilojen () kaikki osajoukot

e A’:n lopputilat F’ ovat ne joukkoon Q":n kuuluvat tilat, joihin kuuluu
F:3an kuuluvia tiloja

e Merkitdan A’:n tiloja seuraavasti: [¢1,...,¢] € Q' (q1,...,¢ € Q) ja
a0 = [qo]

o 0([q1,...,q,0) = [ply-"vpj]' jos
d({aq1,-- - ai},a) = U;gzl §(qr,a) = {p1,... 7pj}
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(voidaan puhua yksinkertaisesti vain darellisista tilakoneista)

Kielen L(G) saannéllista kielioppia G = (Vy, Vr, P, S) vastaava darelli-
nen tilakone A = (X, Q, 0, qo, F') voidaan muodostaa seuraavasti:

e Halutaan siis, ettd 7(A) = L(G)

e X =Vr
® Q:VNU{T}
® p=2>5

Jos (S — A) € P, silloin F'={S, T}, muuten F = {T}

T € 0(B,a), jos (B—a)€ P (BeVy,acVr)

d(B, a):hen kuuluvat kaikki tilat, joille patee: (B — aC') € P
(C € VN) ja (5(T,a) =0 Vac Vo
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Esimerkki: Muodostetaan saanndllista kielioppia GG vastaava darellinen tila-
kone A. G = (Vp,Vn, P, S), missd Vi = {a,b}, Vy = {S, A1, A2} ja
P ={S — aA,,
S — bAy,
Al —a,
A; — aAy,
Ay — b}

Kielioppia G vastaava tilakone A:
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Symbolijonojen joukon T'(A) hyvaksyvaa aarellista tilakonetta A vastaa-
va saanndllinen kielioppi G, jonka hyviksymaille kielelle patee L(Q) =
T(A), voidaan muodostaa seuraavasti:

o Vy=@Q
[ ] VT:E
e 5S=q

e (B—aC)e P, josd(B,a)=C (B,C€Q, acX)
e (B—a)e P, josi(B,a)=C ja C€F

Esimerkki: Muutetaan saannéllinen kielioppi G' epadeterministiseksi darelli-

seksi tilakoneeksi A ja siitd edelleen deterministiseksi darelliseksi tilakoneeksi
A/
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e Kielioppi on G = (Vi, Vi, P, S), missa Vi = {S, B}, Vr = {a, b} ja

P={S —aB,
B — aB,
B —bS,
B — a}

e (7:td vastaava epadeterministinen aarellinen tilakone
A = (3,Q,9,q, F) muodostetaan seuraavasti: ¥ = Vp = {a,b},
Q=VyU{T} ={S,B, T}, qo=05, F ={T} ja

i(S,a) ={B}, koska (S — aB) € P

8(S,b) =0,

d(B,a) ={B,T}, koska (B — aB),(B —a) € P
d(B,b) = {5}, koska (B — bS) € P

NT,a) =6(T,b) =
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e A:ta vastaava deterministinen 3arellinen tilakone on
A =(X,Q,8,q, F"), missa ¥ =" = {a,b},
Q"= A{0,[5], [B],[T1,[5, B, [S,T1, B, T}, [S, B, T]}, 4o = [S],
F' = {[T]7 [57 T]v [B7T]7 [57 B7T]} Ja

0'([S], ) = [BI, 0'([S],6) = 0,

0'([Bl, a) = [B,T], o'([Bl, b) = [5],

0'([B, ), a) = [B,T], 0'([B,T],b) = [S],
§'(0,a) =4"(0,b) =10

(on olemassa myds muita sdantdja ¢', mutta koska A’ ei padse kuin
tiloihin 0, [S], [B] ja [B,T] , voidaan muut tilat ja niitd koskevat
saannot jattad huomioimatta)

e Nyt siis L(G) =T(A) =T(A")
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Kontekstiriippumattomat kieliopit ja pinomuistitilakoneet

Kontekstiriippumattoman kieliopin mukaisia sanoja voidaan tunnistaa pino-
muistitilakoneen ('pushdown automaton’) avulla

Kaikki kontekstiriippumattoman kielen L(G) sanat voidaan muodostaa kielio-
pin G = (Vy, Vp, P, S), jonka muodostussaanndt ovat muotoa A — BC tai
A—a (A B,C€Vy, a€Vr), avulla ('Chomsky normal form")

Kaikki kontekstiriippumattoman kielen L(G) sanat voidaan muodostaa kielio-
pin G = (Vy,Vp, P, S), jonka muodostussdannét ovat muotoa A — a«
(A€ Vy, a€Vp, acVy), avulla ('Greibach normal form”)

(on olemassa tunnettuja algoritmeja, joiden avulla kontekstiriippumattomat
kieliopit voidaan muuntaa em muotoihin)
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Jokaiselle kontekstiriippumattomalle kielelle L(G') on olemassa vakiot p ja g,
joille patee: jos |z| > p, z € L(G), silloin voidaan kirjoittaa z = wvwazy,
missd [vwz| < ¢, v ja z eivat ole yhtiaikaa ), ja ww'wz'y € L(G), Vi > 1
('pumping lemma’)

Kontekstiriippumattoman kieliopin G = (Vy, Vr, P, S) sanotaan olevan re-
kursiivinen ('self-embedding’), jos on olemassa A € Vjy siten, ettd A =,
a1Aas, aj,ay € VT (myds muuttujan A voidaan sanoa olevan rekursii-
vinen)

Rekursiiviset muuttujat tuotavat muotoa uv'wa'y olevia sanoja ja erottelevat
kontekstiriippumattomat kieliopit saannollisista
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Pinomuistitilakone on kuin darellinen tilakone, jolla on lisdksi mielivaltaisen
pitkd pinomuisti. Se maaritelldan seuraavasti:

e Pinomuistitilakone M koostuu seitsemast3 osasta:
M = (Z7Q7F7 5aQ0,Z0,F)

> on aarellinen joukko symboleita, joilla konetta ohjataan

@ on aarellinen joukko koneen tiloja

" on &érellinen joukko symboleita, joita voidaan tallettaa pinomuistiin

go € @ on koneen alkutila

Zy € I' on pinomuistin alkutila

F € @ on koneen lopputilojen joukko

§: Qx (BU{A}) xT — @ x I'* kertoo kuinka kone kiyttaytyy eli
mika on koneen ja muistin uusien mahdollisten tilojen joukko ohjaus-
komennon jalkeen
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Kuva pinomuistitilakoneesta:

[albla[blb] Pushdown memory
ﬂ Output head

Finite control

U Input head

[albla[b]bla[b|b] Input tape

234



Ol., ettd pinomuistitilakone M on tilassa ¢, sen pinomuistin paallimmainen
symboli on Z ja se saa ohjaussymbolin a. Silloin pinomuistitilakoneen uudet
mahdolliset tilat ja sen pinomuistin paallimmaiset symbolit saadaan seuraa-
vasta saannosta:

5((],&, Z) = {(Q177l>7"'7<qm77m)}7 (174)

missd ¢,q1, ..., qm € Q, a € X, Z € ' ja y1,...,%m € I'* (; siis korvaa
Z:n pinomuistissa)

(A-siirto: 6(q, A\, Z) = {(q1, M) -+ (@m> Ym)})

Pinomuistitilakoneen konfiguraatio voidaan esittaa parin (g,) avulla, missa
q € @ on koneen tila ja v € I'* on pinomuistin sisaltd

Merkinta
a: (q,Zv)Fu (¢, 87) (175)
tarkoittaa, ettd sdantdjen d perusteella ohjaus a vaihtaa pinomuistitilakoneen

M konfiguraation (q, Z7):sta (¢, 57)ksi (a € (X U{A}), 7,08 € T'" ja
Zel)
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Jos on olemassa ohjaukset ay,...,a, (a; € (XU {A}) Vi = 1,...,n),
koneen tilat ¢1,...,qns1 (91 € Q@ Vl =1,...,n+ 1) ja muistisymbolijonot
Mooy Yot (€T*Vi=1,...,n+1) S|ten etta

a; - (q1772) Fu (Qi+1777l+1)a Vi = L... ) 1, (176)

voidaan kirjoittaa

aay ... an: (qu,71) Far (@osns Yag1) (177)
Voidaan maaritella kahdella tavalla pinomuistitilakoneen M hyvaksyma kieli:

o T'(M)={z|x: (q, %) s (¢,7), Vy €T*, q€ F}
(pdadytdan alkutilasta lopputilaan)

o N(M)=A{z|z: (q,Zo) F3; (q,N), Vg € Q} (pinomuisti jaa tyhjaksi)

L on N(M,) jollekin pinomuistitilakoneelle M, ainoastaan silloin, kun se on
T'(Ms) jollekin pinomuistitilakoneelle My
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Jokaiselle kontekstiriippumattomalle kielelle L(G), joka maaritelty
'Greibach normal form’-muodossa olevalla kieliopilla G = (Vi, Vi, P,.S),
on olemassa vastaava epddeterministinen pinomuistitilakone M =
(3,Q,T,0,q, Zo, F) siten, ettd N(M) = L(G) ja

e X =Vp
e Q={n}
o« ' =Vy
® do=q1
e /=215
e F=1

(q1,7) € 0(q1,a, A), jos (A — ay) € P
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Esimerkki: Muodostetaan kielioppia G = (Vy, Vi, P, S) vastaava epadetermi-
nistinen pinomuistitilakone M = (X, Q, T, d, qo, Zo, F)

e (G on midritetty seuraavasti: Viy = {5, A, B}, Vr = {a, b} ja

P={S — bA, S — aB,
A —a, B — b,
A —af, B — b5,
A — bAA, B — aBB}
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e M muodostetaan seuraavasti: ¥ = Vp = {a,b}, Q ={q:}, ' = Vy =
{SAB} qo = 41, Zo S_ja

dq1,a,8) ={(q1, B)}, koska (S — aB) € P
0(q1,0,5) = {(a1,A)}, koska (S —bA) €

qi,a, A) ={(q1,9),(q1,\)}, koska (A — aSf), (A —a)eP
5(q1, b, A) = {(q1, AA)}, koska (A — bAA) € P
d(q1,a,B) ={(q1, BB)}, koska (B — aBB) e P
q1,b,B) ={(q1,5),(q1,\)}, koska (B — bS),(B—10b)€P
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Jokaiselle kielen N (M) hyvaksyville pinomuistitilakoneelle
M= (3,Q,1,6,q, Zo, F) on olemassa vastaava kontekstiriippumaton
kielioppi G = (Vy, Vr, P, S) siten, ettd L(G) = N(M) ja

[ ] VT = E
e Vy on muotoa [¢, A,p] (¢,p € Q, A € TUS) olevien triplettien joukko
4 (S_>[q07ZU)Q])€qu€Q

b ([QaAvp] - a[qlaBlqu][QQaB%Qi’)]'~-[Qm7BmaQTn+1]) € P kaikille
niille q4;q1;- -5 qm+1 € Qa D= qm+1,0 € (EU{)\})_]B AaBb s 7BM €
', joille patee (¢1,B1Bs>...By) € 0(q,a,A). (Jos m = 0, silloin
@ =p (p,N) €d(p,a,A)ja(lg,Ap] —a)€P)

Saannollisten kielten ja niitd vastaavien aarellisten tilakoneiden tapauksessa
deterministinen ja epadeterministinen malli pystyttiin muuntamaan toisik-
seen. Nain ei kuitenkaan ole kontekstiriippumattomien ja pinomuistitilako-
neiden tapauksessa
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Rajoittamattomat ja kontekstiriippuvat kieliopit ja Turing-koneet

Turing-kone T on darellinen tilakone, joka pystyy vaikuttamaan ohjausko-
mentoihinsa ja se voidaan maaritella seuraavasti:

e Turing-kone koostuu kuudesta osasta: 7' = (X, Q, T, 6, qo, F)

@ on aarellinen joukko koneen tiloja

' on &darellinen joukko symboleita, joista yksi on ns tyhja symboli B

¥ € (I' = {B}) on ohjaussymboleiden joukko

d: QxT' — Qx (I'={B} x{L, R}) kertoo kuinka kone kayttaytyy
eli mikd on koneen ja ohjausnauhan tila ohjauskomennon jilkeen. L
ja R kertovat kumpaan suuntaan ohjausnauhan luku- ja kirjoituspaa

siirtyy

go on koneen alkutila

e [ € () on koneen lopputilojen joukko
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Kuva Turing-koneesta:

Finite control

U Input/output head

[a[blalBlblalb[Bl  Input tape

Turing-koneen konfiguraatio voidaan esittda kolmikon (g, a, i) avulla, missa
q € @ on koneen tila, & € ¥* ohjausnauhan kirjoitettu osuus ja ¢ luku- ja
kirjoituspaan sijainti
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Merkinta
(q, A1A2 c. A'ru Z) l_T (p, Al Ce AileAiJrl c. An,l + 1) (178)

tarkoittaa, ettd saantoihin ¢ perustuen Turing-koneen konfiguraatio voi muut-
tua (q, A1 Ay ... Ap,i)istd (p, Ay ... A1 X Air .. Ay, @ £ 1) ksi siten, ettd
ohjausnauhan kohtaan i kirjoitetaan symboli X € ¥ ja luku- ja kirjoituspaa
siirtyy yhden askeleen oikealle tai vasemmalle ('elementary move')

Mikali kaksi Turing-koneen konfiguraatioita voi vaihtua toisikseen aarellisella
maaralld em perusoperaatioita, voidaan kayttdd merkintda . konfiguraa-
tioiden valilla

Turing-koneen hyvaksyma kieli voidaan maaritella seuraavasti:

{z|lx € ¥*, (qo,z,1) F} (¢, ,i), g€ F, a € T*,i > 1} (179)

Rajoittamatonta kielioppia vastaava kieli voidaan maaritella Turing-koneen
avulla; Turing-koneen hyvaksyma kieli voidaan esittaa rajoittamattoman kieli-
opin avulla
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Lineaarisesti rajoitettu tilakone ('linear-bounded automaton’) on epadeter-
ministinen Turing-kone, jonka luku- ja kirjoituspaa ei voi siirtya ohjausnauhan
kirjoittamattomaan kohtaan

Kontekstiriippuvaa kielioppia vastaava kieli voidaan maaritelld lineaarises-
ti rajoitetun tilakoneen avulla; lineaarisesti rajoitetun tilakoneen hyvaksyma
kieli on kontekstiriippuva

Ei ole olemassa tehokkaita, yleispatevia algoritmeja, joiden avulla voitaisiin
|oytaa rajoittamatonta tai kontekstiriippuvaa kieltd vastaava tilakone

244



9.2 Formaalin kieliopin oppiminen

Yleensa oletetaan, ettd formaali kielioppi on 'annettu’ eli esim. asiantuntijan
muodostama

Kielioppi voidaan myds oppia ('grammatical inference’) opetusnaytteisti

Opetusjoukko H voi koostua positiivisista ST ja negatiivisista S~ opetusnayt-
teistd eli H = {S*,57}

Tavoitteena on oppia kielioppi G/earn siten, ettd naytteet S kuuluvat kieleen
L(Gearn), mutta ndytteet S~ eivat

Voidaan myos 'ektrapoloida’ opetusnaytteitd. Jos

S* = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb}, (180)

voidaan paatella, etta
L(Gream) = {1 > 1} (181)
P={S—ab,S — aSb} (182)
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Ongelmallista on se, ettd sama kieli voi vastata useampaa kuin yhta kielioppia
(mika kielioppi opitaan?) Taman takia joudutaan asettamaan opittavalle kie-
liopille lisdrajoituksia (esim. valitaan jokin edella esitellyistd kielioppityypeis-
ta ja mahdollisimman yksinkertaiset muodostussdannot)

Opetusjoukon kokoon kannattaa kiinnittad huomiota. Usein |L(G)| = oo ja
kaytannossi aina |ST| <« |L(G)|. Kannattaakin valita ST siten, ett3 siina
on kaytetty kaikkia G:n muodostussaantdja

Formaali kielioppi voidaan muodostaa opetusjoukon avulla seuraavasti:

e Annettu: ST ja S™

e Oletettu: G» = {VJS,O), VT(O), PO SO i3 P:n, Viy:n ja Vpin jasenien

learn
muokkaus- ja luomissaannot

(N)

learn

e Tavoite: loytdaa G
L(G(N) )

learn

siten, ettd ST kuuluu ja S~ ei kuulu kieleen

e Oppimisprosessi:
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aseta k=0

valitse opetusniyte z(?) € ST. Jos sen jasennys onnistuu, jatka;
muuten muokkaa G\*) :ta

learn-

valitse opetusnayte z(Y) € S~. Jos sen jasennys ei onnistu, jatka;
muuten muokkaa G) -ta

learn*

Jos kaikki opetusnaytteen on kasitelty, lopeta; muuten k = k+1

Edella esitetyn menetelman heikkous on se, ettd P:n, Viy:n ja Vp:n muokkaus-
saantojen suunnittelu on hankalaa ja jos sdaannot eivat ole yksiselitteiset,

mahdollisten kielioppien G
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9.3 Symbolijonojen tunnistus
Edella tarkasteltiin, kuinka symbolijonoina esitetyt hahmot voidaan mallintaa
(generoida) formaalin kieliopin tai vastaavan tilakoneen avulla

Seuraavaksi tarkastellaan kuinka voidaan paatelld onko symbolijono jonkin
tietyn kieliopin mukainen tai kuuluuko se johonkin kieleen (tunnistus)

Symbolijonon tunnistus voi perustua joko vertailuun tai jasentamiseen
Symbolijonojen jasennys
Symbolijonon jasentamiselld tarkoitetaan sitd, ettd tarkistetaan onko se syn-

taktisesti hyvaksyttava eli voidaanko se muodostaa kieliopin saantéjen mukai-
sesti

Jasentamisen etuna symbolijonojen vertailuun nahden on se, ettd samalla
saadaan selville symbolijonon (hahmon) sisdinen rakenne
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Edelld esitettiin menetelmia, joiden avulla sdannolliset ja kontekstiriippumat-
tomat kieliopit voitiin esittaa tilakoneiden ja puiden avulla. N&itd voidaan
kayttaa symbolijonojen jasentamiseen

Kaaviokuva syntaktisesta tunnistuksesta:

"_‘ _______________ l
|

| |

! !

| x € L(G,)? |

| |

| |

| I

X ) LGaY? N x € L(G))

| xell 2)' \..\:4‘ orx ~w;
|

| .

| . _/ I
I

! x € L(G,,)? |

| - |

| Recognizer

L o e e e o e —
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Syntaktinen tunnistusongelma voidaan siis formuloida seuraavasti:

x € L(G;) jollekini =1,..., M? (183)
(z on symbolijono (havainto) ja G; on luokkaa w; vastaava kielioppi)
Tarkastellaan tasta eteenpain kontekstiriippumattomia kielia

Ol., ettd G on kontekstiriippumaton kielioppi ja x on jokin symbolijono

Yritetdan muodostaa x:33 vastaavaa jasennyspuu kdyttden G:n muodos-
tussaantoja

Mikali yritys onnistuu, = kuuluu kieleen L(G); muuten ei
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Esimerkki: Tarkastellaan kielioppia G = (Viy, Vi, P, S), missa Viy = {5, T},
Vi ={I,+,%}, I € {a,b,c} ja

P={S—-T, T—Tx1,
S—S+T, T—1I}

Kieleen L(G) kuuluva symbolijono = = a * b+ ¢ * a + b voidaan jasentda
seuraavasti:
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Ei ole merkitystd muodostetaanko puu lahtien ylhaalta aloitussymbolista
(juuresta) vai alhaalta terminaalisymboleista (lehdet). Edellistd tapaa kutsu-
taan 'top-down’- ja jalkimmaistd 'bottom-up’-jasentamiseksi

Molemmissa tavoissa pyritdan yleensd kasittelemaan symbolit jarjestyksessa
vasemmalta oikealle

Jasennyksessa kaytetdan yksi kerrallaan muodostussaantdja, jotka ovat lokaa-
listi sopivia

Voi kdyda niin, ettd myohemmin huomataan jonkin muodostussaannon valin-
nan johtaneen jasennysyrityksen epdonnistumiseen, vaikka symbolijono kuu-

luisikin tarkasteltavaan kieleen. Silloin pitda palata taaksepdin ja tehda eri-
lainen valinta ('backtracking’)

Jotta jasennys olisi tehokasta, voidaan muodostussaantdjen valintaan kayttaa
a priori-saantoja, esim. lokaali sopivuus, johtaako lopulta terminaalisymbo-
leihin, joita esiintyy tarkasteltavassa symbolijonossa ja joita on vahemman
kuin vield kasittelemattomia symboleita
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Jasennyksen viema aika ja tehokkuus riippuvat siitd, kuinka hyvin voidaan
valttaa vaarien muodostussaantojen valinta

Seuraavaksi tarkastellaan Iahemmin "top-down’- ja 'bottom-up’-ldhestymista-
poja
"Top-down’-jdsennys:

e Jasennys alkaa aloitussymbolista .S

e Jadsennys etenee tavoiteorientoituneesti eli tutkitaan voidaanko S ha-
jottaa osatavoitteiksi eli S — X1 X5... X,

e Jos X, on terminaalisymboli, tarkasteltavan symbolijonon x pitda alkaa
talla

e Jos X, on nonterminaalisymboli, otetaan se tarkasteltavaksi osatavoit-
teeksi ja tutkitaan vastaako z:n alku sita

e Jos osatavoite X; saavutetaan, otetaan X5 uudeksi tarkasteltavaksi
osatavoiteeksi jne
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Mikali jokin osatavoitteista X; jad saavuttamatta, kokeillaan uutta aloi-
tusta S — X1 X)... X

Osatavoitteetkin voidaan hajottaa edelleen uusiksi osatavoitteiksi

Mikali jokin osatavoitteista jaa saavuttamatta, palataan ylemmalle tasol-
le ja yritetdan uutta osatavoitteiden jakoa

Huom! vasemmalta oikealle eteneminen ja muotoa A — A« olevat
rekursiiviset muodostussaannot voivat yhdessa aiheuttaa ikuisia silmu-
koita (valtelladn naiden siddntdjen kayttoad viimeiseen astil)

Tehokas a priori-saanto osatavoitteiden valinnalle: tutkitaan, ettd va-
semmanpuoleisin, kasittelematon terminaalisymboli voidaan todella joh-
taa vasemmanpuoleisimmasta, kasittelemattomasta osatavoitteesta
(valmiiksi laskettu taulukko!)
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e Joitain syitd valita 'top-down’-lahestymistapa:

— Kielioppi vastaa suoraan hahmojen analysointialgoritmia

— Takaisin palaamisiin hukattu aika on vahadinen verrattuna termi-
naalimuuttujien tunnistuksiin kaytettyyn aikaan

— Tavoiteorientoituneisuus on hyodyllista myos terminaalimuuttu-
jien tunnistukselle

Esimerkki:
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"Bottom-up’-jasennys:

e Jasennys lahtee liikkeelle tarkasteltavasta symbolijonosta «
e Muodostussaantoja kaytetaan 'takaperin’
e Ei osatavoitteita; pyritdan vain paatymaan lopulta aloitussymboliin

e 'bottom-up’-jasennys ei ole erityisen tehokas: vaaria valintoja voi olla
hyvinkin paljon

e Tehokas a priori-saanté muodostussaantojen valinnalle: tutkitaan mitka
nonterminaalisymbolit voivat alkaa tietyilld, toisilla nonterminaalisym-
boleilla (valmiiksi laskettu taulukko!)

e Muotoa A — A« olevat rekursiiviset muodostussaannot eivat ole on-
gelma

e Mikali joudutaan umpikujaan, palataan alemmalle tasolle ja kokeillaan
vaihtoehtoisia muodostussaantoja
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Esimerkki:

/ \
T T

/ /

T T T
/ | |
1 1 1 1 1
AR O

Jasennys voidaan toteuttaa myos rinnakkaislaskentana: jokaisessa valintati-
lanteessa monistetaan tarkasteltava ratkaisuyritys, ratkaisuyrityksia jatketaan
rinnakkain, umpikujaan paatyvat yritykset hylataan

'Bottom-up'- ja "top-down'-ldhestymistapojen keskindinen vertailu on vaike-
aa. Toisille kieliopeille "bottom-up’ on tehokkaampi, toisille taas 'top-down’.
Lisdksi kieliopin muuttaminen uuteen muotoon vaikuttaa lahestymistapojen
tehokkuuksiin
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Symbolijonojen vertailu

Yksinkertaisin tapa tunnistaa kieleen kuuluvia symbolijonoja on muodostaa
sanakirja: luetellaan (kaikki) kieleen kuuluvat symbolijonot ja verrataan ha-
vaittua symbolijonoa naihin

Tunnistus voi perustua esim. k:n Iahimman naapurin menetelmaan
Lahestymistavan heikkous on se, ettd usein |L(G)| = oo

Symbolijonojen vertailuun tarvitaan jokin mitta, joka kuvaa niiden samankal-
taisuutta

Yleensd esim. Euklidinen metriikka ei kdy samankaltaisuuden mitaksi (ver-
tailtavat symbolijonot voivat olla eri pituisia!)

Samankaltaisuusmitan tulee huomioida seka symbolijonojen symboleiden sa-
mankaltaisuus ettd niiden sisdinen rakenne (esim. sanojen oikeinkirjoitus ja
dantaminen (ruotsi-ruatsi ja betoni-petonni) tai taivutus)
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Samankaltaisuusmitan valinta riippuu luonnollisesti hyvin paljon hahmojen
esitystavan (symbolit) valinnasta ja sovellutusongelmasta ominaispiirteista
(rakenteiden merkitys)

Esimerkki: kasinkirjoitetut merkit voidaan esittda symbolijonoina, joissa eri
symbolit vastaavat vakiopituisia, mutta eri suuntaisia kaaren patkia ('chain
coding’). Symboleiden vaihtuminen toisiksi voi merkita, etta jokin merkin osa
on piirretty vahan eri suuntaan. Symboleiden puuttuminen tai lisddntyminen
voi tarkoittaa, ettd jokin merkin osa on pienempi tai suurempi

Tarkastellaan aluksi yleisempaa ongelmaa eli aikasarjojen vertailua

Jos aikasarjan datapisteiden (piirrevektoreiden) valille on maaritelty sovi-
tuskustannus, esim. Euklidinen etdisyys, voidaan kayttdada Dynamic Time
Warping-algoritmia (DTW):

e DTW-algoritmi sovittaa kahden aikasarjan datapisteet siten, ettad sovi-
tettujen datapisteparien kustannuksien summa (tai tulo) on mahdolli-
simman pieni
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Olkoot r(7), i = 1,...,1, ja t(j), 7 = 1,...,J, kaksi aikasarjaa.

Yleensa [ # J

Maaritelldan 2-ulotteinen avaruus, jonka piste (4, j) vastaa aikasarjojen

datapisteita r(7) ja t(j):
Aikasarjojen sovitus voidaan esittda seuraavan polun avulla:
(i07j0)7 (i17j1>7 ey (Zfajf)

Jokaista polkua vastaa kokonaiskustannus D

K-1
D = Z d(ix, Ji), tai
k=0
K—-1
D = d(ik,jk’ik—lajk—1>7 tai
k=0
K—1
D= d(ik, Jrlte—1, Jr-1),

e
I
=

(184)

(185)

(186)

(187)
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missd K on sovitettujen pisteparien Ikm (polun pituus), ja d(ig, jx)
ja d(ig, Jk|ix—1, Jk—1) ovat datapisteiden r(iy):n ja t(jx):n valiset sovi-
tuskustannukset silloin, kun edelliset sovitukset joko ei huomioida tai
huomioidaan

e Poluille voidaan asettaa erilaisia rajoituksia, esim. kuinka sovitetaan
aikasarjojen ensimmaiset ja viimeiset pisteet, kuinka paljon polku voi
poiketa lineaarisesta sovituksesta lokaalisti ja globaalisti jne

o DTW-algoritmin ratkaisu perustuu Bellmannin optimaalisuus-periaat-
teeseen:

— Merkitaan optimaalista polkua seuraavasti:
(i0s Jo) = (iy, jy) (188)

— Mikali optimaalinen polku kulkee pisteen (i,7) kautta, voidaan
merkita:

(i0. Jo) =iy (ir. ) (189)
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— Bellmannin periaatteen mukaan

(0, Jo) =% (i7,dy) = (i0s do) =% (i,4) & (i, 5) = (i, jy),

(190)
missa @ tarkoittaa polkujen yhdistamista

— Edellisen perusteella optimaalinen polku voidaan ratkaista rekur-
siivisesti:
Drin (i, ji) =  min  [Duin(k—1, Je—1) + d(ik, Jr|ie—1, jr—1)]

(ih—1:Jk—1)
(191)
(jos polkua vastaava kokonaiskustannus on tulomuotoinen korva-
taan summa tulolla)
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— Esimerkki rekursiivisesta ratkaisun etsimisesta:

1 2 3 4 5 step k

e DTW-etdisyytta on kaytetty paljon esim. puheen ja kasinkirjoitetun
tekstin tunnistuksessa
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Yksi paljon kadytetty DTW-algoritmiin perustuva mitta symbolijonojen ver-
tailussa on editointietdisyys:

e Oletetaan, ettd hahmot koostuvat symbolijonoista (ja symbolien jarjes-
tyksella on valia!)

e Mitataan kahden symbolijonon, A(i), ¢ = 1,...,1, ja B(j), j =
1,...,J, samankaltaisuutta tarvittavien editointioperaatioiden Ikm:ien
(symbolin vaihtoja C, lisdyksid I ja poistoja R) avulla:

D(A,B) = min[C(j) + 1(j) + R(j)], (192)

J

missa j indeksoi kaikki mahdolliset muokkaukset, joilla B:sta saadaan
A

e Mairitelladn 2-ulotteinen avaruus, jonka piste (i, 7) vastaa symboleita
A(i) ja B(j)

e Etsitdan optimaalista sovituspolkua pisteestd (0,0) pisteeseen (I, .J)
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e Mairitellaan polun pisteelle (0,0) kustannus D(0,0) =0

e Polun pisteeseen (7, j) voidaan paasta vain pisteistd (i — 1, 7),

e Symbolien sovituksiin liitetdan seuraavat kustannukset:

0, jos A(i) = B(j)

d(i,jli—1,j—1) = {17 jos A(i) # B(j) (symbolin vaihto)

(193)
d(i,jli —1,7) = d(i, jli,7 — 1) = 1 (symbolin poisto tai lisdys)
(194)

e Optimaalinen sovituspolku voidaan nyt ratkaista rekursiivisesti



o Esimerkkeja:
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Symbolijonojen vertailuun perustuva tunnistus on jarkevaa ainoastaan silloin,
kun voidaan muodostaa ongelmaan hyvin sopiva sanakirja ja samankaltai-
suuden mitta

(symbolijonojen vertailun erdanlaisena laajennuksena voidaan pitda graafi-
muotoisina esitettyjen hahmojen vertailua)

9.4 Graafien vertailuun perustuva tunnistus
Suunnatun graafin avulla voidaan esittdd monimutkaisempia piirteiden vélisia
suhteita kuin yksiulotteisilla symbolijonoilla

Ajatellaan, ettd graafin G = {N, R} solmut N ovat (erilaisia) piirteitd ja
niitd yhdistavat kaaret R kuvastavat (erilaisia) piirteiden valisia suhteita (atri-
buuttigraafi)
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Esimerkki graafeina esitetyistd hahmoista:

fe) fd}

// ///7,;
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Tunnistus perustuu havaitun hahmon graafin ja eri luokkien prototyyppigraa-
fien vertailuun ja esim. k:n [dhimman naapurin menetelmaan

Havainnon graafi ei valttamatta vastaa taydellisesti mitaan prototyyppigraa-
fia. Havainnon graafi voi olla esim. vain jokin prototyypin osagraafi

Graafien valinen samankaltaisuusmitta perustuu seka graafien solmujen etta
niitd yhdistavien kaarien samankaltaisuuteen

Graafit voidaan esittda p x p-kokoisen vierekkaisyysmatriisin M ('adjacency
matrix') avulla, missi p on solmujen lkm ja M (7, j) # 0, jos solmujen i ja j
valilla on jonkinlainen kaari. Muuten M (i,5) =0

Graafien homo- ja isomorfismi

Graafien G; = {Ny, Ry} ja Gy = {N,, Ry} sanotaan olevan homomorfisia,
Y 7

jos on olemassa kuvaus f : N; — N, siten, ettd jos solmujen vy, w; € Ny

valilla on kaari graafissa G1, niin silloin myds graafissa Gy on (samanlainen)
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kaari solmujen f(v1), f(wy) € Ny valilla eli

(vl,wl) c Rl = (f(Ul), f(wl)) € R2 (195)

Graafit ovat isomorfisia, jos ne ovat homomorfisia ja kuvaus f on 1:1 ja
kaikki Na:n alkiot ovat jonkin Nj:n alkion kuvapisteitd (bijektio) eli

(Ul,wl) c Rl = (f(’l)l), f(wl)) € R2 (196)

(toisin sanoen graafista (G; saadaan graafi GGy indeksoimalla solmut uu-
destaan)

Subisomorifismi tarkoittaa sita, etta graafin (G; osagraafi on isomorfinen jon-
kin graafin GG, osagraafin kanssa
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Esimerkki isomorfisista graafeista:

(Symmetric adj. matrix)

a b c d a" b ¢ d
a0 1 01 a’l0 1 1 0
61 01 0 bf1 0 0 1
e|0 1 01 |1 001
dil1 010 da'l0 110

a" b" ¢" d

flay=a" 70 1 01
ﬂb”"’f 101 0
Ad) = d* e'lo 1 01
d /1 010
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Kaytannonongelmissa graafien isomorfisuus ei ole hyva luokittelukriteeri, kos-
ka se ei salli graafeille pieniakaan poikkeamia eika siksi sieda lainkaan virheita
esim. piirreirrotuksessa

Graafien isomorfisuuden toteaminen on lisdksi laskennallisesti hyvin raskasta:
e Vertaillaan graafeja GG; ja GG, jotka on esitetty vierekkdisyysmatriisien

M1 ja MQ avulla

e Jos My = M,, graafit ovat isomorfisia. Tarkistus joudutaan tekemaan
p X p-matriisin kaikille alkioille (O(|V:{]?))

e Jos M; # M, voidaan kokeilla kaikkia muita (yht. p!) tapoja in-
deksoida graafin M; solmut (vaihtoehtojen etsintd O(p*), missi k on
vaihtoehtojen lkm)
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Usein kaytetdankin testeja, jotka epdonnistuvat, jos graafit eivat ole isomor-
fisia. Seuraavat graafien ominaisuudet ovat invariantteja isomorfismin suh-
teen:

e (tietynlaisten) solmujen lkm
e (tietynlaisten) kaarien [km

e (tietynlaisten) solmuun tulevien, solmusta ldhtevien tai solmuun liitty-
vien, suuntaamattomien kaarien lkm:t

e [:n pituiset syklit

Graafien vertailuun on kehitetty useita erilaisia menetelmid, jotka sallivat
poikkeamat graafien valilla. Kaksi tyypillista |ahestymistapaa:

e Muodostetaan graafeille piirrevektorit ja vertaillaan niitd
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e Kiytetddn graafien samankaltaisuuden mittana pienintd tarvittavien
editointioperaatioden lkm:3a3, joilla graafit saadaan muutettua toisik-
seen:

solmujen lisdys ja poisto

solmujen yhdistaminen ja jakaminen

solmujen tyypin vaihto

kaarien lisdys ja poisto

kaaren tyypin vaihto

Edellisten Iahestymistapojen ongelmana on sopivien piirteiden ja metriikan
valinta tai laskennallinen kompleksisuus
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10. OHJAAMATON OPPIMINEN JA
KLUSTEROINTI

Ohjaamattomassa oppimisessa on tavoitteena muodostaa hahmoista ryhmia,
klustereita, joiden sisdlla hahmot ovat jossain mielessa samankaltaisia ja joi-
den vililla on selkeita eroja

Erilaisia klustereita:

4%
o * 0...:.
oee  F s
:.:: ¢ o‘. :.
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Kaytettavissa oleville havainnoille ei ole valmiina mitdan luokitustietoa
('labeling"). My®6s klustereiden lkm voi olla tuntematon

Ohjaamattoman oppimisen menetelmid voidaan myods kayttdad ongelmissa,
joissa havainnoilla on luokitustieto, mutta halutaan selvittaa luokkien sisdinen
rakenne

Ohjaamattoman oppimisen menetelmat voidaan jakaa ldhestymistavoiltaan
kahteen luokkaan:

e Parametriset menetelmat: yritetdaan yhtaaikasesti selvittaa seka havain-
tojen luokittelu ettd luokkien tnjakaumien parametrit (mikstuurimallit
& EM-algoritmil)

e Epdparametriset menetelmat: jaetaan havainnot eri luokkia vastaaviksi
osajoukoiksi, luokkien tnjakaumia ei estimoida
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Ensimmainen |dhestymistapa on suoraviivainen laajennus tilastolliselle hah-

montunnistukselle; jalkimmanen lahestymistapa on tilastollisessa mielessa epa-
optimaalinen, mutta laskennallisesti yleensa huomattavasti hel[pommin kasitel-
tava

Klusterointiongelman ratkaiseminen voidaan jakaa seuraaviin vaiheisiin:

e Piirteiden valinta (esikasittely & normalisointi!)

e Samankaltaisuus/erilaisuusmitan valinta havaintoparien, havaintojen ja
klustereiden, seka klusteriparien vélille (piirteiden samanarvoinen koh-
telu!)

e Klusterikriteerin valinta
e Klusterointialgoritmin valinta
e Tulosten validiointi erilaisten testien avulla

e Tulosten tulkinta
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Huom! Saatu ratkaisu on erittdin subjektiivinen, koska sama havaintojouk-
ko voidaan jakaa hyvin erilaisiin klustereihin riippuen em valinnoista. Yleensa
ratkaisun tulkinnan ja sen hyvyyden arvioinnin suorittaa sovellusalan asian-
tuntija

Havaintojen klusterointia voidaan kayttaa luokittelun lisdksi seuraaviin tarkoi-
tuksiin:
e Datan tiivistys: havainto esitetaan piirrevektorin sijasta klusterin koodi-
numeron avulla (LVQ!)

e Havaintoihin liittyvien hypoteesien muodostus (SOM!) ja testaus

e Havaintoihin perustuva ennustaminen: havainnon puuttuvat tiedot en-
nustetaan muiden samaan klusteriin kuuluvien havaintojen perusteella
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Erilaisia klustereiden maarittelytapoja

e Luonnolliset klusterit ('natural clusters'): piirreavaruuden alueita, joissa
havainnot ovat suhteellisen tihedssa ja joiden valissa havainnot ovat
suhteellisen harvassa

e Todennakoisyyksiin perustuvat klusterit: havainto x kuuluu siihen klus-
teriin C}, jonka a posteriori tn on korkein eli P(Cy|x) > P(Ci|x) Vi =
1,....m

o Yksikasitteinen ('hard’, 'crisp’) klusterointi:

Ci40, i=1,...,m (197)
" C=X (19)
Ciij:Q),i#j,l',jzl,...,m (199)

(C; on 1. klusteri, m klustereiden lkm ja X kaikki havainnot)
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Sumea ('fuzzy') klusterointi. Havainnon kuulumisasteet eri klusterihin
ilmaistaan jasenyysfunktioiden ('membership functions’) avulla:

uj: X —100,1], j=1,....m (200)
duxi)=1i=1,...N (201)
j=1
N
0< ) uj(xi) <N, j=1,....m (202)
=1

(x; on i. havainto, u; klusteriin C} liittyvd kuuluvuusfunktio, m klus-
tereiden lkm, X kaikki havainnot ja N havaintojen Ikm)
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10.1 ’Sequental clustering algorithms’

Havainnot x1,...,xy kdydaan lapi yksitellen, mahdollisesti useammin kuin
yhden kerran

Tuottavat havainnoille yhden klusteroinnin

Klustereiden lkm:3a m ei tarvitse tietda etukateen

Havainnon ja klusterin samankaltaisuutta kuvataan funktion d(x, C') avulla

Klusteriparin samankaltaisuutta kuvataan funktion d(C;, C;) avulla
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'Basic Sequental Algorithmic Scheme’, BSAS

Klusterointialgoritmin, jossa havainnot kasitellaan yksitellen, perusversio:

e Maarataan klustereiden Ikm:n ylaraja ¢ ja kynnysarvo © havainnon ja
klusterin samankaltaisuudelle

e Lihdetdan liikkeelle yhdestd klusterista: m = 1, C,, = {x1}
e Kaydaan havainnot x; lapi yksitellen : =2, ... N ja

— Etsitdan klusteri Cy, jolle patee d(x;, Ck) = mini <<, d(x;, C;)
— Jos d(x;,C) > © jam < g, silloinm=m+1ja Cp, = {x;}
— Muuten, Cy, = C U {x;} ja péivitetdan d(x, Cy)

Havaintojen lapikayntijarjestykselld, funktion d(x,C') ja kynnysparametrin
O valinnalla on huomattava vaikutus BSAS-tyyppisen klusterointialgoritmin
|oytamaan ratkaisuun
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Funktion d(x,C) valinta vaikuttaa I9ydettavien klustereiden rakenteeseen.
Jos esim. klusteri C}, esitetddan yhden vektorin my; avulla ja maaritelldan
d(x,Cy) = d(x,my), algoritmilla on taipumus l6yta3 kompakteja klustereita

Kynnysparametri © vaikuttaa suoraan l6ydettavien klustereiden lkm:3an

Sopiva O:n arvo (tai klustereiden Ikm) voidaan estimoida seuraavasti:

e Kokeillaan erilaisia kynnysparametrin arvoja © = a,a+c,a+2c,...,b

e Suoritetaan klusterointi jokaisella kynnysarvolla N kertaa ja kdydaan
havainnot |api aina erilaisessa satunnaisessa jarjestyksessa

e Lasketaan jokaiselle kynnysarvolle keskimaarainen klusterien Ikm ja
piirretdan tuloksista kuvaaja m(©)

e Kohdat, joissa m(O) on pitkaan vakioarvoinen, ovat hyvid ©:n arvoja
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BSAS-tyyppisen klusterointialgoritmin varjopuolia:

e P3aatos siitd, mihin klusteriin havainto x; kuuluu, perustuu vain aikai-
semmin kasiteltyihin havaintoihin x;,...,x;_; eikd koko havaintoai-
neistoon X

e Kerran tehtyd paitosta uudesta klusterista ei voida perua. Siksi lo-
pullisessa klusteroinnissa voi olla joitain hyvin samankaltaisia klusterei-
ta, jotka olisi jarkeva yhdistaa

e Lopputulos riippuu siitd, missa jarjestyksessa havainnot kaydaan lapi
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BSAS-tyyppisille klusterialgoritmille onkin olemassa erilaisia variaatiota, jotka
huomioivat paremmin em ongelmat:

285

e Muodostetaan havaintojen 1.:1l3 lapikayntikierroksella m kpl:tta yhdes-

t3 havainnosta koostuvia klustereita. Jaetaan seuraavilla kierroksilla
loput havainnot naihin klustereihin

Maarataan kynnysarvo klusteriparin valiselle samankaltaisuudelle ja tut-

kitaan onko ratkaisussa kaksi klusteria, jotka ovat keskenaan lilan saman-
kaltaiset. Jos on, yhdistetaan samankaltaisin pari ja paivitetaan kluste-

reiden numerointi ja samankaltaisuusmitat d(C;, C;). Toistetaan, kun-

nes kaikki klusterit ovat riittavan erilaisia

Tarkistetaan lopuksi, mitkd ovat eri havaintoja parhaiten vastaavat
klusterit ja jaetaan havainnot uudestaan naihin parhaisiin klustereihin.
Paivitetdan havaintojen ja klustereiden samankaltaisuusmitat d(x, C').
Toistetaan, kunnes havaintojen jako klustereihin ei endd muutu



10.2 Hierarkiset klusterointialgoritmit

Hierarkiset klusterointialgoritmit muodostavat havainnoille klusterointiratkai-
sujen sarjan, joilla on selked sisakkadinen ('nested’) rakenne

Algoritmit voidaan jakaa kahteen alaluokkaan: kasaaviin ('agglomerative') ja
pilkkoviin ('divisive') algoritmeihin

Kasaavat algoritmit muodostavat klusterointiratkaisujen sarjan yhdistelemalla
klustereita. Algoritmi lahtee liikkeelle tilanteesta, jossa jokainen havainto vas-
taa yhta klusteria (m = N). Algoritmin edetessa klustereiden |km pienenee,
kunnes kaikki havainnot kuuluvat yhteen klusteriin (m = 1)

Pilkkovat algoritmit toimivat painvastoin. Aluksi kaikki havainnot kuuluvat
yhteen klusteriin (m = 1) ja algoritmin edetessa klustereita jaetaan kahtia,
kunnes jokaisessa klusterissa on tasan yksi havainto (m = N)
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Kasaava klusterointialgoritmi muodostaa klusterointiratkaisujen sarjan

Ry, ..., Ry_1, joilla on seuraava sisdakkdinen rakenne:

RyC RyC--C Ry (203)
(RO = {{X1}7 ) {XN}}: RN—l = {X} = {Xl, .. 7XN})
Pilkkova klusterointialgoritmi muodostaa ratkaisujen sarjan Ry,..., Ryx_1,

joilla on seuraava sisdkkdinen rakenne:
Ry 1CRyC---C Ry (204)

(Ro={X}={x1,....,xn}, Bnv_1 ={{x1},.. ., {xn}})
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Hierarkisen klusterointialgoritmin tuottama ratkaisusarja voidaan esittda den-
dogrammin avulla:

X, X, X, X, X, Erilaisuusmitta

i O B

1T T T T T 1T 1T
=l R o R T

| 10

Dendogrammin tasot vastaavat ratkaisuja, joissa on tietty maara klustereita

Sopivan klustereiden |km valitsee usein asiantuntija dendogrammin avulla
(pitkaikaiset klusterit!)
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'Generalized Agglomerative Scheme’ GAS

Kasaavan, hierarkisen klusterointialgoritmin yleistetty muoto:

e Klustereiden samankaltaisuutta/erilaisuutta mitataan funktion
g(C;, C;) avulla

o Alustus: aseta Ryp = {C; = {x;}, i=1,...,N} jat=0
e Toista kunnes kaikki havainnot ovat yhdessa klusterissa eli R, = { X}

— t=t+1

— Etsi ratkaisuun R;_; kuuluvista klustereista pari (C;.C}), jolle

min, s g(C,, Cs), jos g on erilaisuusmitta
g(Civgj) = {

max, s ¢(C,, ), jos g on samankaltaisuusmitta
(205)

— Maéritd uusi klusteri C, = C; U C} ja ratkaisu R, = (R;—1 —
{Ci, C3}) U{C}
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— Paivita klustereiden numerointi ja funktio g
Edelld esitetyn GAS-tyyppisen klusterointialgoritmin heikkous on se, etta
klustereiden yhdistamista ei voida koskaan perua

Askeleella t klustereiden Ikm on N —t ja yhdistettavan klusteriparin 16ytamisek-

si on tehtava N (Nt 1

klustereiden valista vertailua

Kaikilla askelilla vertailuja tarvitaan yhteensa

( —t) _ i ( ) 1)J6V(N+ 1) (207)

MH

t=0
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"Matrix Updating Algorithmic Scheme’ MUAS

Erds GAS-tyyppisten klusterointialgoritmien alalaji on matriisiteoriaan perus-
tuvat MUAS-tyyppiset algoritmit, joissa paivitetdan klustereiden samankal-
taisuus /erilaisuusmatriisia P(X). P:n alkio (i,7) on klustereiden C; ja C;
samankaltaisuutta /erilaisuutta kuvaava funktio d(C;, C;)

MUAS-algoritmin perusversio:
o Alustus: Ry = {{x;},...,{xn}}, Bh=P(X), t=0
e Toista kunnes kaikki havainnot ovat yhdessa klusterissa eli R; = { X'}
- t=t+1

— Etsi klusterit C; ja C; s.e. d(C;, C)) = min, s—1_ n 25 d(Cy, Cy)

— Maéritd uusi klusteri C, = C; U C} ja ratkaisu R; = (R;—q —
{Ci, C;}) U{Cq}

— Muodosta matriisi P, matriisista P;_;
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Usein klustereiden erilaisuutta kuvataan funktion d(C;, C;) avulla, jonka paivi-
tyssaanto voidaan kirjoittaa seuraavassa muodossa:

d(Oq, Cs) :aid(Ci, CS) + CLjd(Oj, CS) + bd(CZ, Cj>

+cld(Cy, C5) — d(Cy, Cy)| (208)

Parametrien a;, a;, b ja c arvot riippuvat valitusta funktiosta d(C;, C;)
Kuna, =a;=1/2,b=0jac=—1/2¢€li

d(Cy, C5) = min{d(C;, Cy), d(C;, Cs)}, (209)
kyseessa on 'single link’ klusterointialgoritmi
Kuna; =a; =1/2,b=0jac=1/2eli

d(Cy, C5) = max{d(C;, Cy),d(C;, Cs)}, (210)
kyseessa on ‘complete link’ klusterointialgoritmi

'Single link’ suosii pitkulaisia klustereita; 'complete link’ taas kompakteja
klustereita

292



'Graph Theory-based Algorithmic Scheme’ GTAS

GTAS-tyyppiset algoritmit ovat GAS-tyyppisten algoritmien alalaji, jotka pe-
rustuvat graafiteoriaan

Naissa algoritmeissa havaintojoukko X esitetaan graafin avulla s.e. jokainen
solmu vastaa yhtd havaintoa ja solmut, joiden valillda on polku, kuuluvat
samaan klusteriin
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Solmujen yhtendisyyden lisaksi voidaan klustereille asettaa lisdvaatimus h(k),
esim:

o Kaikki klusterin solmuparit on kytketty toisiinsa vahintdan £:lla polulla,
joilla ei ole yhteisia solmuja

o Kaikki klusterin solmuparit on kytketty toisiinsa vahintdan £:lla polulla,
joilla ei ole yhteisia kaaria

e Jokaisen solmun asteluku on v3hintaan k

GTAS-tyyppinen algoritmi saadaan suoraan GAS-algoritmin perusversiosta
korvaamalla g(C;, C;) rajoitusehdon h(k) huomioivalla funktiolla g (Cs, Cj)
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MST-algoritmi on erds GTAS-tyyppinen algoritmi, joka perustuu minivirittaja-
puuhun ("Minimum Spanning Tree') ja jolle

9(Cy, Cs) = minf{w;; : x; € C,,x; € Cs}, (211)
1,

missa Wi; = d(XZ‘,Xj)

MST-algoritmi ja 'single link’ tuottavat saman ratkaisun, mikali d(x;,x;) #
d(xg,x;), kun i # k tai j #1

Esimerkki MST-algoritmilla muodostetusta klustroinnista:

x
?I’r«

295



’Generalized Divisive Scheme’ GDS

Pilkkovan klusterointialgoritmin yleistetty muoto:
e Kilustereiden erilaisuutta mitataan funktion ¢(C;, C;) avulla
e Alustus: aseta Ry = {X}, t =0

e Toista kunnes jokainen havainto vastaa yhta klusteria eli
Ry = {{xa}, . {xn}}
—-t=t+1
— Kay lapi kaikki klusterit C;, i = 1,...,t, ja etsi jaot (C},C?),
jotka maksimoivat g(C}, C?):n
— Pilko klusteri C; = arg maxc, -1, g(C}, C?)
— Maéritd uusi ratkaisu R, = (R,_y — {C;}) U{C},C7}
— Paivita klustereiden numerointi ja funktio g

GDS-tyyppinen klusterointialgoritmi on laskennallisesti hyvin vaativa
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10.3 Funktion optimointiin perustuvat klusterointi-
algoritmit

Klusteroinnin onnistumista mittaavan funktion .JJ optimointiin perustuvissa
klusterointialgoritmeissa ratkaisu esitetdaan usein parametrivektorin
O = (0F ..., 0T)T missi O, on klusteriin C; liittyvit parametrit, avulla

Parametrivektoreiden avulla voidaan maarittaa l6ydettavien klustereiden ra-
kenne (esim. hypertaso, hyperpallon kuori, toruksen kuori jne). Taméa on
hyddyllinen ominaisuus esim. tietokonendon sovellutuksista (kohteen ja taus-
tan erottaminen toisistaan)

Tehdaan siis a priori oletus klustereiden rakenteesta ja esitetdan se paramet-
rien avulla

Klustereden lkm m oletetaan yleensa tunnetuksi
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'C-means’-algoritmin variaatio

Klusterit C1, ..., C. esitetdan prototyyppivektoreiden
© = (m?,...,mI)T avulla ja klusteroinnin onnistumisen mittaamiseen

kaytetdan seuraavanlaista kustannusfunktiota:

Jsse =Y Y |lxk —my|? (212)

=1 x,€C;

Jssg:n minimi voidaan |0ytaa seuraavalla algoritmilla:

e Valitaan prototyyppivektoreille my, ..., m, satunnaiset alkuarvot
e Toista kunnes klusterointi eli prototyyppivektorit eivat enda muutu

— Jaetaan havainnot klustereihin s.e. x € C}, jos

N N, '
]\,j_jHHX—ij2 S - miP Vi =1 e (213)
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missa IN; on klusteriin C; kuuluvien havaintojen |km

i e : . . _ 1
— Paivitetdan prototyyppivektorit seuraavasti: my = N > xec, Xi
Todistus:

e Oletetaan, ettd havainto x; siirretddn klusterista C; klusteriin C;

e Uuden klusterin C’; prototyyppivektori on

1 X; —m;
= =m, + ———7 214
TN ;,X’“ N (214)
X j

e Uuteen klusteriin (7 liittyva kustannus on silloin

N.
Jsse(C ; [xx — mj||* = Jssp(C)) + N, er ; [x; — myj]?
X

(215)
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e Vastaavasti, uuteen klusteriin C liittyva kustannus on

N;
Jsse(C;) = Jsse(Ci) — ﬁ“xj — m® (216)
e Jssg:n kokonaismuutos on
N; N;
AJssk = N, er 1 I — my||* — ﬁHX — my|” (217)

('C-means’-algoritmin perusversio ei ota kantaa kuinka havainnot jaetaan
klustereihin ja kuinka klustereiden prototyyppivektoreita paivitetdan)
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10.4 Kilpailuun perustuvat klusterointialgoritmit

Kilpailuun perustuvissa klusterointialgoritmeissa klusterit C1, ..., C,, esite-
taan yleensa vektoreiden wy, ..., w,, avulla
Vektoreita (klustereita) wy, ..., w,, paivitetddn havaintojen perusteella s.e.

ne siirtyvat niihin kohtiin avaruutta, joissa havaintoja on tihedssa

Vektorit w1, ..., w,, kilpailevat keskendan. Havaintoa parhaiten vastaavaa
voittajavektoria pdivitetdan s.e. se vastaa entista paremmin havaintoa. Havin-
neitd vektoreita ei paiviteta lainkaan tai paivitetaan pienemmalla opetusker-
toimella kuin voittajavektoria

Kilpailuun perustuvan klusterointialgoritmin yleistetty muoto ('General Com-
petitive Learning Scheme’ GCLS):

e Alustus: t = 0, m = mj,;; (alkuarvaus klustereiden lkm:lle),
(A) kaikkien tarvittavien parametrien alustus mm vektorit wy, ..., w,,

e Toista kunnes vektorit wy, ..., w,, eivat endd muutu merkittavasti tai
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t = timae (ylaraja iteraatioaskelien lkm:lle)

-t=t+1
— Poimi satunnainen havainto x € X
— (B) Etsi havaintoa x parhaiten vastaava vektori m;

— (C) Jos (x ja w; eivat ole riittdvan samankaltaiset) TAI (jokin
muu ehto) JA (m < mmax) (ylaraja klustereiden lkm:lle), paivita
m =m+ 1 ja maarita w,,, = X

— (D) Muuten, paivita vektorit wy, ..., w,, seuraavasti:

w;(t—1)+n'h(x,w;(t — 1)), jos w; ei ole voittaja

(218)

(n ja ' ovat opetuskertoimia ja h(-,-) on jokin ongelmaan sopiva
funktio)

w;(t — 1) +nh(x,w;(t — 1)), jos w; on voittaja

Useimmat kilpailuun perustuvat klusterointialgoritmit voidaan esittdaa GCLS-
tyyppisind, kunhan kohdissa (A)-(D) tehd3an sopivat valinnat
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Oppiva vektorikvantisaatio

Oppiva vektrorikvantisaatio ('Learning Vector Quantization’, LVQ) on esi-
merkki GCLS-tyyppisesta klusterointialgoritmista

LVQ-algoritmissa oletetaan klustereiden Ikm m = mjniy = Mmax tunnetuksi

LVQ-algoritmi saadaan kilpailuun perustuvien klusterointialgoritmien yleiste-
tysta muodosta, kun

o (A) Alustetaan vektorit wy, ..., w,, satunnaisesti (ei muita paramet-
rejal)

e (B) w, on havaintoa x parhaiten vastaava voittajavektori, jos
d(x,w;) = ming_y__, d(x, wy). Funktio d(-, -) on vektoreiden vélinen
etaisyys

e (C) Ehto ei toteudu koskaan, koska klustereiden lkm on kiinnitetty
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e (D) Vektoreita paivitetadn seuraavasti:

w;(t —1)+n(x—w;(t—1)), josw; on voittaja
w;(t) =
w;(t—1), muuten
(219)
Jos havaintojen luokat tunnetaan, voidaan vektorit wy, ..., w,, varata

tietyille luokille ja tehda paivitys seuraavasti:

w;(t—1)+n(x—w;(t—1)), josw; on oikea voittaja
w;(t) = qw;(t—1)—n(x—w;(t—1)), josw, on vairi voittaja
w;(t—1), muuten
(220)
(n on opetuskerroin)
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LVQ-esimerkki: voittajavektori w(t) paivitetdan vektoriksi w(¢+1) havainnon
X perusteella:

X ® 0 @

1 3
1
]

1 | 1
| | !
L | | 4

e o
wu+1:~<:3 O(f} @ Q O

| ! I | \ \

wy @ @ @ @ ® o
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Itseorganisoituva kartta

('Self-Organizing Map’ SOM)

SOM-algoritmissd havainnot yritetaan esittda hilaan (kartta) jarjestettyjen
vektoreiden (karttayksikoiden) wy, ..., w,, avulla

SOM-algoritmin tavoitteena on asettaa vektoreiden arvot siten, etta ne edus-
tavat mahdollisimman hyvin havaintoja ja etta hilassa toisiaan ldhelld olevien
vektoreiden arvot ovat samankaltaisempia kuin hilassa kaukana toisistaan ole-
vien vektoreiden arvot

SOM-algoritmi saadaan kilpailuun perustuvien klusterointialgoritmien yleis-
tetysta muodosta, kun

e (A) Alustetaan vektorit wy, ..., w,, (ei muita parametrej3)

e (B) wgmu on havaintoa x parhaiten vastaava voittajavektori, jos
d(x,w;) = ming_y__, d(x, wy). Funktio d(-, -) on vektoreiden vélinen
etaisyys
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e (C) Ehto ei toteudu koskaan, koska vektoreiden lkm on kiinnitetty
e (D) Pa&ivita vektoreita seuraavasti:
w;(t) = w;(t — 1) + nh(j, BMU)(x — w;(t — 1)), (221)

missa 7 on opetuskerroin ja h(-,-) on naapurustofunktio, joka maaraa
mitkad ovat voittajavektorin pdivitettdvia naapureita

SOM-algoritmin antamaa tulosta voidaan analysoida ns. U-matriisin (kertoo
kuinka samankaltaisia naapurivektorit ovat) ja komponettitasojen (kertovat
millasia arvoja piirteet saavat erikohdissa karttaa) avulla
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