1. LINEAARISET LUOKITTIMET

Edellisilla luennoilla tarkasteltiin luokitteluongelmaa tnjakaumien avulla ja
esiteltiin menetelmid, miten tarvittavat tnjakaumat voidaan estimoida.
Tavoitteena oli [0ytaa paatossaanto, joka minimoi luokitteluvirhetn:n tai ris-
kin

Tietyin tnjakaumista tehdyin oletuksin ndin saatu luokitin on lineaarinen

Nyt ei oteta kantaa luokkiin liittyviin tnjakaumiin, vaan oletetaan, etta kaikki
havainnot voidaan luokitella oikein/riittdvan hyvin lineaarisilla luokittimilla

Lineaaristen luokittimien etuna on niiden yksinkertaisuus ja laskennallinen
keveys



1.1 Lineaariset diskriminanttifunktiot
Lineaarinen luokitin jakaa piirreavaruuden eri luokkia vastaaviksi paatosalu-
eiksi hypertasojen avulla

Lineaarinen diskriminanttifunktio g(x):
g(x) =wix +wy =0, (1)
missd w = [wy, ..., w;| on painovektori ja wy on kynnysarvo ('threshold’)

Tarkastellaan kahta pistetta, x; ja X, diskriminanttifunktion maarittelemalla
hypertasolla:

0=wix; +wy=w'xy+ wy =

()

wl(x; —Xg) =0

Edellisesta nahdadan, ettd painovektori w on ortogonaalinen hypertasoon
nahden



Toisella puolella hypertasoa diskriminanttifunktio saa positiivisia arvoja, toi-
sella puolella negatiivisia arvoja

Kahden luokan tapauksessa voidaan luokittelusaanto kirjoittaa seuraavasti:
o Merkitdan x = [x7, 1]7 ja w = [wT, wg|
T

e Silloin g(x) = g(X) =w'x

e Valitaan luokka seuraavasti:
wp Wi >0
Wy WIx <0

(3)

Jos voidaan valita w siten, ettd edellinen paatdssaanto ei tuota ainuttakaan
luokitteluvirhettd, luokat ovat lineaarisesti separoituvat

Seuraavaksi kdydaan lapi menetelmia, joiden avulla voidaan maarata diskri-
minanttifunktion painokertoimet

Tasta eteenpadin oletetaan, etta piirrevektoreihin on liitetty loppuun vakio-
termi, kuten edellad esitetyssa paatossaanndssa, ellei toisin mainita
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1.2 Perseptroni-algoritmi

(Perseptroni-algoritmin nimi tulee siti, ettd se kehitettiin alunperin aivojen
neuronimallien, 'perceptrons’, opetukseen. Niista lisid myohemmin!)

Ol., ettad luokat ovat lineaarisesti separoituvia

Tarkastellaan kahden luokan tapausta

Valitaan diskriminanttifunktion painokertoimet w ratkaisemalla seuraava op-
timointiongelma:
e Minimoi (perseptroni)kustannusfunktio J(w), joka on maaritelty seu-

raavasti:
J(w)=> (0,w"x), (4)
x€Y
missa Y on niiden opetusnaytteiden osajoukko, jotka luokittuvat vaarin
w maarittdman hypertason perusteella. Muuttuja 6, = —1, kun x €

w1, ja 0, =1, kun X € wy

e Huom! J(w) saa vain positiivisia arvoja. Sen arvo on nolla, jos ei synny
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lainkaan luokitteluvirheita

e Huom! J(w) on jatkuva ja paloittain lineaarinen, J(w):n gradientti ei
ole maaritelty niissa kohdin, joissa osajoukko Y muuttuu

e Edellisestad huolimatta, suoritetaan minimointi 'gradient descent’-henki-
sell3, iteratiiviselld menetelmalla:

w(t 1) = wlt) = pe o o
5
ZW(t)—pt25xX ©)

missd on w(0) alustettu satunnaisesti ja p; on positiivinen oppimisker-
roin

Iterointia toistetaan, kunnes painovektorin arvo konvergoi ratkaisuun eli kaik-
ki havainnot luokitellaan oikein

Ratkaisun 16ytyminen ja tarvittavien iteraatioaskelien lkm riippuu kertoimen
p¢ valinnasta



Vaikka J(w):n gradientti ei ole maaritelty kaikkialla, menetelma I6ytaa ratkai-
sun aarellisella maaralla iteraatioaskelia, kun p; valitaan seuraavasti:

(todistus kirjassa)

Edelliset ehdot tarkoittavat kaytannossa sitd, ettd p; lahestyy nollaa, kun
iteraatioaskelien Ikm t kasvaa. Kerroin p, ei saa kuitenkaan pienentya liian
nopeasti.

Sopivat arvot p;:lle saadaan esim. seuraavasti: p; = ¢/t, missa ¢ on vakio.
Kerroin p; voi olla myos vakio, jos se on sopivasti rajoitettu



Perseptroni-saannon geometrinen tulkinta. Painovektorin paivitys, kun vain
yksi piirrevektori luokittui vaarin:

x;

-
NG x,

, N0



Perseptroni-sadnnon variaatioita

Edelld esitetyssa perseptroni-saannossa kaytettiin jokaisella iteraatioaskeleel-
la kaikkia /N:33 opetusndytettd. Painovektorin paivitys voidaan tehdd myos
jokaisen havainnon perusteella erikseen:

e Kaydaan opetusndytteet lapi vuorotellen, paivitetadan painovektoria seu-

raavasti:
w(t+ 1) = w(t) + px(), jos Xp Ewr ja W (t)xp <0
w(t+1) = w(t) — px), jos X@ Ews ja W' (t)xp >0 (6)
w(t+ 1) =w(t), muulloin

e Painovektoria paivitetadn siis vain jos tarkasteltava opetusndyte x(;
luokittuu vaariin

e Opetusnadytteita kaydaan lapi kunnes menetelma konvergoi eli kaikki
naytteet luokittuvat oikein

e MyGs tama menetelma konvergoi darellisellda maaralla iteraatioaskelia



Pocket-algoritmi

Ol., toisin kuin aikaisesmmin, ettad luokat eivit ole lineaarisesti separoituvia

Seuraava menetelmd I0ytaa lineaarisen diskriminanttifunktion, joka minimoi
luokitteluvirheiden lkm:n:
o Alusta w(0) satunnaisesti. Lisaksi, alusta 'varasto'-vektori wy ja lasku-
rimuuttuja A nolliksi

e Pdivita painovektoria kdyttaen perseptroni-siantoa (5)

e Laske kuinka monta (h) opetusnaytetta luokittuu oikein kdytettiessa
paivitettyd painovektoria w(t + 1)

e Jos h > hg, aseta wy, =w(t+1)jahs=nh

e Toista kunnes konvergoi



Keslerin konstruktio

Edellad esitetyissda menetelmissa tarkasteltiin vain kahden luokan tapausta

Keslerin konstruktion avulla naditda menetelmia voidaan kayttada myos
M > 2:n luokan tapauksessa

Piirrevektorin x luokittelupaatos tehdaan lineaaristen diskriminanttifunkti-
oiden avulla seuraavasti:

Wi Wix > ijx, Vi # i (7)

Muodostetaan luokan w; jokaista opetusndytettad kohti seuraavat
(I+ 1)M x 1-ulotteiset vektorit: x;; = [07,... ,x" ..., —xT ..., 07]7,
1 # j. Vektorit koostuvat siis M:std blokista, joista 7. ja j. ovat X ja —x ja

muut ovat nollavektoreita

Vastaavasti luokkakohtaiset painovektorit kootaan yhdeksi vektoriksi:
w=[wl, ... ,wl]l
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Naiden avulla paatossaanto voidaan voidaan kirjoittaa uuteen muotoon:

wit Wwx,; >0Vi=1...,M, j#1i (8)
Ongelmana on siis 10ytda painovektori w, jonka positiivisella puolella ovat
kaikki uudet vektorit x;;

Mikali luokat ovat lineaarisesti separoituvia, voidaan painovektorin oppimi-
seen kayttda esim. perseptroni-saantoa

Oppimisen jalkeen luokkakohtaiset painovektorit saadaan pilkkomalla w osiin

Huom! Vain painovektorin suunta on tarkea, ei sen pituus. Edella esitetyissa
menetelmissa painovektorin pituus pyrkii kasvamaan: normalisoidaan
painovektori yksikkovektoriksi jokaisen paivityksen jalkeen
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1.3 Pienimman nelion menetelmat

Usein tiedetddn etukateen, ettd luokat eivat ole lineaarisesti separoituvia,
mutta silti halutaan kayttaa luokitteluvirhetn:n kannalta suboptimaalista li-
neaarista luokitinta

Lineaarinen luokitin muodostetaan valitsemalla diskriminanttifunktion pai-
novektori siten, ettd jokin ongelmaan sopiva kriteeri optimoituu

Yleensa maaritelldan diskriminanttifunktiolle tavoitearvot y erilaisille havain-
noille x ja pyritdan minimoimaan tavoitearvojen ja todellisten arvojen g(x)
neliopoikkeamia ('Least Squares Methods’)
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Pienimman neliosumman menetelma

Pienimman neliosumman menetelmassd minimoidaan kustannusfunktiota

J(w):
Jw) =D (i —xiw)' =) el (9)

missd N on opetusndytteiden lkm ja y; on x;:ta vastaava diskriminanttifunk-
tion tavoitearvo, kahden luokan tapauksessa yleensa y; = 41

Kun derivoidaan J(w) painovektorin w suhteen saadaan:

N
in(yi —xIw)=0=
. (10)

N

(Z xix[ )W =Y (x;y;)

i=1

13



Kaytetdan seuraavia merkintoja:
X = [Xl,. .. ,XN]T

(11)

Yy = [ylv"'vyN]T

Kaava (10) voidaan kirjoittaa silloin matriisimuodossa:

X'"X)w = X'y =

12
w = (X'X)'XTy, (12)

missd matriisi X”' X on otoskorrelaatiomatriisi ja (X7 X)~!X* on X:n pseu-
doinverssi
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Esimerkki: pienimmadn neliésumman luokitin Tarkastellaan kahden luo-

kan tapausta, jossa piirrevektorit ovat kaksiulotteisia. Luokista on tehty seu-

raavat havainnot:

wy :10.2,0.7
[0.6,0.5

wy 1 [0.4,0.6
[0.8,0.6

710.3,0.3)7 [0.4,0.5)"
T10.1,0.4)"
710.6,0.2]" [0.7,0.4]"
T10.7,0.5]"

Luokat eivat ole lineaarisesti separoituvia. Yritetdan Ioytaa diskriminantti-
funktio, joka on muotoa g(x;w) = [x, 1]Tw = w2, + womy + wy ja joka
minimoi virheiden nelidsumman

Asetetaan diskriminanttifunktion tavoitearvoksi 1 tai —1, kun havainto on
luokasta w; tai wy
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Silloin

28 224 48
XTX = (224 241 4.7
48 4.7 10

XTy =[-1.6,0.1,0.0]"

ja ratkaisuksi saadaan kaavan (12) perusteella w = [—3.218,0.241, 1.431]"
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MSE-estimaatti

Seuraavaksi tarkastellaan neliopoikkeamien summan sijasta neliopoikkeaman
odotusarvoa ('Mean Square Error Estimation’)

Minimoitava kustannusfunktio J(w):

J(w) = E[ly — x" wl’] (13)

Kahden luokan tapauksessa, kun y = +1, edellinen kaava voidaan kirjoittaa
tnjakaumien avulla myd&s ndin:

J(w) = P(wy) / (1 — x"w)2p(x|wn ) dx + Plw) / (1 + x"w)2p(x|wn)dx

(14)
Vilttamaton ehto J(w):n minimille:
aJ(w) T
() 9Efx(y —x"w)] =0, (15)
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Edellisestd kaavasta saadaan ratkaisu

w = R, 'E[xy], (16)
missa R, on x:n korrelaatiomatriisi ja E[xy| on x:n ja y:n ristikorrelaatio-
vektori

Ratkaisun geometrinen tulkinta? Diskriminanttifunktion tavoitearvoa approk-
simoidaan piirteiden lineaarikombinaatiolla, syntynyt virhe on ortogonaalinen
piirreavaruuteen nahden:
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Yleistys useammalle kuin kahdelle luokalle

Useamman (M > 2) kuin kahden luokan tapauksessa muodostetaan jokai-
selle luokalle oma diskriminanttifunktio g;(x) = w! x ja asetetaan sen tavoi-
tearvot y; seuraavasti:

1, jos x € w;
Yi = . (17)
0, muulloin

Huom! Kun M = 2, y = +1 tuottaa saman ratkaisun kuin edellinen valinta,
koska w'x = £ (w; — wy)Tx

Kootaan tavoitearvot vektoriksi y = [y1,...,yn]|” ja painovektorit mat-
riisiksi W = [wy, ..., W]

Ratkaisu 16ytyy minimoimalla seuraava kustannusfunktio J(W)

J(W) =Ellly = Wx|") = E[} (1 — w]%)’] (18)

)
=1
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Edellisesta kaavasta ndhdaan, ettd voidaan suunnitella jokainen diskriminant-
tifunktio erikseen.

LMS- eli Widrow-Hoff algoritmi

Yleensd ei tunneta MSE-estimaatin ratkaisussa eli kaavassa (16) esiintyvia
korrelaatiomatriisia R, ja ristikorrelaatiovektoria E[xy]

Voidaan osoittaa, ettd ratkaisu ongelmaan, joka on muotoa E[F'(x, w)] = 0,
|oytyy seuraavalla iteratiivisella algoritmilla:

wik) = W(k — 1) + prF(xp, W(k — 1)) (19)

kunhan

o0
> " pr — 00
k=1
o

> ph < oo
k=1

(20)
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X} on sarja satunnaisia vektoreita, jotka ovat perdisin samanlaisista tnjakau-
mista, F(+,-) on jokin funktio, ja w on sen tuntematon parametrivektori

Kun edellista sovelletaan diskriminanttifunktion painokertoimien hakuun,

W(k) = Wik — 1) + pxi(ys — XTw(k — 1)) (21)

(kun k — oo, w(k) lahestyy asymptoottisesti MSE-estimaattia)

Kerroin pj voi olla myds sopivasti rajoitettu vakio 0 < p < 2/trace{R,}.
Voidaan osoittaa, ettd mitd pienempi p, sitd pienempi on estimaatin W (k)
varianssi. Toisaalta, konvergointi on hitaampaa pienelld p:lla

Kaavasta (21) ndhd&an, etta estimaattia paivitetaan jokaisen havainnon jal-
keen. Kun p on vakio, pystyy estimaatti mukautumaan paremmin luokkien
tnjakaumien muutoksiin
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MSE-estimaatti ja luokkien a posteriori tn:t

Lahdetaan tasta liikkeelle: voidaan helposti osoittaa, etta
= argminE(]ly - 31}
o0 (22)
= Elylx] = / yp(y|x)dy
(todistus kirjassa, odotusarvot lasketaan tnjakauman p(y|x) suhteen)
Edellinen tulos tarkoittaa sitd, ettda MSE-kriteerin mielessa paras mahdollinen

estimaatti diskriminanttifunktion tavoitearvolle y on sen odotusarvo annet-
tuna x.

Diskriminanttifunktion voidaan ajatella olevan y:n regressio annettuna x

Muokataan kaavasta (18) yleisemmalle ongelmalle kustannusfunktio:

M

J = E[Z(gi(x§ wi) — )%, (23)

=1
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missa diskriminanttifunktiot eivat ole valttamatta lineaarisia x:n tai para-
metriensa w; suhteen

Edellinen kaava voidaan kirjoittaa myds nain:

J = E[Z(gi(x; wi) — Elyilx])’] + E[Z(E[y?\X] — (Elw:x])*)]  (24)

(valivaiheet kirjassa)

Jalkimmainen termi ei riipu lainkaan diskriminanttifunktiosta, joten se voi-
daan jattda huomioimatta, kun minimoidaan J:ta

N&hdaan kaavasta (22), ettd J minimoituu, kun g;(x; w;) approksimoi MSE-
mielessda mahdollisimman tarkasti E[y;|x]:a3

Toisaalta:

Ely:|x] = Z yi P(wj|x) (25)
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Kun valitaan tavoitearvot siten, ettd y; = 1 tai y; = 0 riippuen kuuluuko x
luokkaan w; vai ei, g;(x;W;) on P(w;|x):n MSE-estimaatti

P(w;|x) voidaan siis estimoida valitsemalla diskriminanttifunktioiden paramet-
rit MSE-kriteerin ja LMS-menetelméan avulla (tuntematta tnjakaumial!) ja sita
voidaan kayttaa Bayesildisessa luokittelussa

Se kuinka hyvin luokkien a posteriori tnjakaumien estimointi sitten onnistuu
riippuu diskriminanttifunktioiden tyypista
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1.4 Fisherin diskriminantti

Erds tapa muodostaa lineaarinen luokitin: etsitddn suora, jolle projisoidut
piirrevektorit separoituvat mahdollisimman hyvin, ja jaetaan suora sitten
paatosalueiksi

Tarkastellaan kahden luokan tapausta
Maaritelldan projektio seuraavasti: y = w’x, missd ||[w]| =1
Sopiva mitta J(w) luokkien separoituvuudelle?

Erds jarkeva mitta saadaan luokkien projektioden odotusarvojen
py, = E[w'x|x € w;] ja varianssien 03, = E[||w'x — uy;[|*[x € w;] avulla:

J(w) = U =) (26)
oy, + 0%,
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. . . N; . .
tai otoskeskiarvojen my, = 1/N; ijlexj ja sironnan

sy, = Z;‘V:il(WTXj — my;)? avulla:

(mYl — mY2)2

J(w) =
(w) sy, + 5%,

(27)

(NV; on luokkaan w; kuuluvien opetusnaytteiden lkm)

Suoraa y = w'x, joka I6ytyy maksimoimalla J(w), kutsutaan Fisherin dis-
kriminantiksi

Tapaus 1: tunnetaan luokkien odotusarvot ja kovarianssimatriisit

Kun tunnetaan luokan w; odotusarvo p; ja kovarianssimatriisi 3;, voidaan
vastaavat tunnusluvut laskea projektioille: iy, = wlji; ja oy, = wiX,;w

Derivoidaan J(w) (26) w:n suhteen ja asetetaan nollavektoriksi. Ratkaisuksi
saadaan:

.1 _
W= Sh(3 + X) N — p2), (28)
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missa

o2 + o2
=Y (29)
Hy; — Wy,

normalisoi w:n pituuden 1:ksi
Tapaus 2: ei tunneta luokkien odotusarvoja ja kovarianssimatriiseja

Maaritellaan aluksi seuraavat matriisit:
N;

Si= Y (3 —my)(x; —my)"
= (30)
SW == Sl + 82

Sp = (m; — my)(m; — m2)T
N&iden avulla J(w) (27) voidaan kirjoittaa seuraavasti:

J(w) = X Sav (31)

wlSyw
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Derivoidaan J(w) ja asetetaan nollavektoriksi. Tall6in saadaan seuraava ylei-
nen ominaisvektoriongelma:

ASy W = Spw, (32)

ja ratkaisu:

(todistus kirjassa)
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