1. TODENNAKOISYYSJAKAUMIEN
ESTIMOINTI

Edelld esitelty Bayesildinen luokittelusaanté ('Bayes Decision Theory') on
optimaalinen tapa suorittaa luokittelu, kun luokkien tnjakaumat tunnetaan

Kaytannossa tnjakaumia ei tunneta, vaan ne on estimoitava havainnoista

Voi olla, ettd tunnetaan tnjakauman tyyppi (esim. normaalijakauma), mutta
ei parametrejad (esim. odotusarvo, varianssi); tilanne voi olla myds taysin
painvastainen

Seuraavaksi kdydaan lapi menetelmia, joiden avulla voidaan estimoida tilas-
tollisessa tunnistuksessa tarvittavia tnjakaumia



1.1 Suurimman uskottavuuden menetelma

"Maximum Likelihood Estimation’, ML-estimaatti
Tarkastellaan M :n luokan tunnistusongelmaa

Tehd3an seuraavat oletukset:

e Ol., ettd tunnetaan tnjakaumien p(x|w;) tyyppi ja ettd ne voidaan
maarittad parametrivektoreiden ©; avulla. Merkitaan siis p(x|w;; ©;)

e Ol., ettd eri luokista tehdyt havainnot eivat riipu toisistaan ja tnjakau-
mat voidaan estimoida erikseen luokkakohtaisesti

e Ol ettd tehdyt havainnot ovat toisistaan riippumattomia myos
luokkien sisalla



Ongelma: kuinka valitaan tnjakauman p(x|®) parametrit ©, kun on tehty
havainnot X = {xy,...,xy}?

Vastaus: Maksimoidaan parametrien uskottavuusfunktio ('likelihood func-
tion’) p(X; ®):

p(X;0) =p(xi,...,xn;O) :HP(Xk;@) (1)

Eli valitaan estimaatti ®,;; seuraavasti:
N

é]V[L = arg m(f)iXHp(Xk; @) (2)

k=1

Vilttamaton ehto optimiratkaisulle O

a H’I{jvzl p(xk; 9)
00

=0 (3)



Voidaan yhta hyvin tarkastella uskottavuusfunktion logaritmia ('loglikelihood

function') L(©):

Silloin ehto (3) saa muodon

. JL(®) ialn@(xk;@))

Oy, ———— =
00 — 00
_ i L Op(xi;©)
— p(xx;©) 00
—0

1.2 Suurimman a posteriori tn:n menetelma

(4)



'"Maximum A Posteriori Probability Estimation’, MAP-estimaatti

Tarkastellaan M :n luokan tunnistusongelma ja tehdaan samanlaiset |ahtooletu
kuin ML-estimaatin tapauksessa

Maksimoidaan parametrien uskottavuusfunktion p(X; @) sijasta parametrien
a posteriori tn:tta p(©|X)

Bayes-saannon perusteella:

_ p(©)p(X]®)

p(©|X) (X

(6)

MAP-estimaatti © ), 4p loytyy p(©|X):n (tai sen logaritmin!) maksimikoh-

dasta eli A Op(©|X) _ op(®)p(X|O)

Ouar: —5g Ble)

=0 (7)

Ero ML- ja MAP-estimaatin valilla on a priori tn:n p(©®) kaytdssa. Jos p(®)
on tasajakauma, ML- ja MAP-estimaatit ovat samat. Jos p(®):iin liittyva
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varianssi on suuri, estimaatit ovat |3hestulkoon samat

2
Silloin kun Z—’; > 1 ML- ja MAP-estimaatit ovat lahestulkoon samat



Seuraavassa kuvassa kaksi tapausta, joissa erilaiset uskottavuusfunktiot ja
a priori tnjakaumat. Tapauksessa a) ML- ja MAP-estimaatit ovat samankaltai-
set, tapauksessa b) niiden ero on selva
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1.3 Bayesilainen paattely
ML- ja MAP-menetelmét I6ytavat tnjakaumien p(x|w;; ©;) parametreille ar-
vot kayttaen hyviksi tehtyja havaintoja X; ja a priori tnjakaumia p(©,)

Miksi emme suoraan laskisi tnjakaumia p(x|X;) ja suorittaisi luokittelua
ndiden avulla?

Tehdaan taas samat lahtooletukset kuin ML- ja MAP-estimaattien tapauk-
sissa

Tiedetaan, etta
pxlX) = [ pixi@)p@IX)de. @)



missa

pX[@)p(©®)  p(X|©)p(©)
p(X) Jp(X|®)p(©)d©

p(©X) = (9)

p(X|®) = prk|@ (10)

Taman menetelman haittapuoli on sen monimutkaisuus — analyyttinen rat-
kaisu on olemassa vain erikoistapauksille

Kun havaintojen maara lahestyy daretonta, bayesildisella paattelylla saatu
normaalijakauman estimaatti lahestyy piikkid, jonka huipun kohta on ML-
estimaatti. Tama tulos yleistyy useille muillekin paljon kaytetyille tnjakaumille

Huom! Kun N l3hestyy daretontd, ML- ja MAP-menetelmilla sekd baye-
sildisella paattelylla saadut tulokset |dhestyvat toisiaan. Menetelmien erot
ovat merkittavia, kun kaytettavissa on vain rajallisesti havaintoja
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1.4 Maksimientropiamenetelma
Edelld esitetyissa menetelmissa oletettiin tnjakauman tyyppi tunnetuksi ja
estimoitiin sille sopivat parametrit

Entd jos tunnetaan joitain tilastollisia tunnuslukuja, mutta ei tiedetd mika
tnjakaumatyyppi on kyseessa?

Valitaan sellainen tnjakauma, jolla on tunnetut ominaisuudet ja maksimaali-
nen entropia (ei aina mikaan helppo ongelmal)

Tnjakauman p(x) entropia H on madritelty seuraavasti:
H =~ [ b o)) dx (11)

Entropia kuvaa ilmion satunnaisuutta tai yllatyksellisyytta.

Tnjakauman entropian maksimointi vastaa minimimaalisinta a priori -tiedon
kayttoa.
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Huom! Voidaan osoittaa, etta jos tunnetaan odotusarvo ja varianssi, maksi-
mientropiaratkaisu on normaalijakauma

1.5 Mikstuurimallit

Mikstuurimalleissa ldhdetdan siitd, ettd p(x):n muodostumiseen vaikuttaa
joukko jakaumia. Tuntematon p(z) mallinnetaan seuraavanlaisten tiheysja-
kaumien lineaariyhdistelmana:

o) = 3 plali), (12)
> P =1. [ plalpde =1 (13)
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1.6 EM-algoritmi

EM = Expectation Maximization
EM-algoritmi sopii erityisen hyvin tilanteisiin, joissa on puuttuvaa dataa.

Algoritmi maksimoi loglikelihood-funktion odotusarvon ehdolla havainnot ja
nykyinen estimaatti. Algoritmissa toistetaan kahta askelta: E (expectation)
ja M (maximization).

1.7 Epaparametriset menetelmat
Edellad esitetyissa menetelmissa oletettiin, ettd tnjakauma voidaan maarittaa

parametrivektorin avulla. Seuraavaksi tarkastellaan menetelmia, joissa tata
oletusta ei tehda.

Seka Parzen-ikkunat ja k:n |ahimman naapurin menetelma ovat erdanlaisia
variaatioita tnjakauman approksimoinnista histogrammin avulla.
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Tnjakaumaa voidaan approksimoida histogrammin avulla seuraavasti:

Tarkastellaan vain yhta piirretta x , eli 1-ulotteista tapausta, ja pyritdan
approksimoimaan tnjakauma p(x)

Jaetaan z-akseli h:n pituisiksi intervalleiksi

Approksimoidaan tn P, ettd x:n arvo osuu tietylle intervallille. Olkoot

N havaintojen lkm ja ky intervallille osuneiden havaintojen Ikm. Silloin
P= ]{?N/N

Kun N lahestyy aaretonta,

~

p(x)

p(2) ~ - , (14)
missa Z on intervallin keskikohta

Approksimaatio on hyva silloin, kun p(z) on jatkuva ja h on riittavan
pieni eli oletus p(x) = vakio intervallilla on jarkeva
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e Voidaan osoittaa, ettd p(z) — p(z), jos N — oo ja seuraavat oletuk-
set toteutuvat:
hN — 0

]{?N—>OO
kn

__>0

N

e Kiytanndssa N on rajoitettu ja sopiva h pitada valita itse

Seuraavassa kuvassa tnjakaumaa approksimoidaan histogrammin avulla.
Tapauksessa a) on valittu h:lle pieni ja tapauksessa b) suuri arvo

15



—

x4

16



Parzen-ikkunat

Moniulotteisessa tapauksessa [-ulotteinen piirreavaruus jaetaan hyperkuu-
tioksi, joiden tilavuus on A/
Maaritelldan jokaiselle havainnolle x; kantafunktio ®(x;) seuraavasti:
1, kun |x;] <1/2
{ . kun Jag| <1/ (15)

(I)X,L' = s
(x:) 0, muulloin

missa x;; on X;:n j. komponentti

Kaava (14) voidaan esittaa tallaisten funktioiden summana:

Bx) = o Do e () (16)

Edelld jatkuvaa tnjakaumaa approksimoitiin epajatkuvilla kuutiolla. Jatkuva
approksimaatio saadaan, kun kiytetdin jatkuvia kantafunktioita ®(-)
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Kantafunktiot valitaan siten, etta

(17)

Kantafunktiot voivat olla esim. eksponentiaalisia, N(0,I)

Mika on p(x):n odotusarvo eli kuinka approksimaatio kayttaytyy,
kun N — 007
e p(x) on madritelty havaintojen {x1,...,xy} avulla, jotka noudattavat
todellista tnjakaumaa p(x)

e Lasketaan p(x):n odotusarvo tnjakauman p(x) suhteen:

X

E09) = 3y 2 ERC ) = [ et e (9

e Ylld olevasta kaavasta nihddan, ettd p(x) on tasoitettu ('smoothed’)
versio todellisesta jakaumasta
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o Kun h — 0, L®(5%) lshestyy deltafunktiota J(¢ — x) ja ndhdaan,
ettd p(x) on harhaton estimaatti p(x):lle riippumatta N:st3
Jos N on kiinnitetty, estimaatin p(x) varianssi kasvaa, kun h pienenee.
Jos h on kiinnitetty, estimaatin p(x) varianssi pienenee, kun N — 0o

Useimmilla kantafunktiolla saatu estimaatti p(x) on harhaton ja asymptoot-
tisesti konsistentti, jos h — 0 siten, etta hN — oo, kun N — oo

Kaytannossa N on rajoitettu ja A joudutaan valitsemaan itse, esim. mini-
moimalla luokitteluvirhetta.

Mikali ei haluta tinkia estimaatin ominaisuuksista, tarvittavien havaintojen N
lukumaara kasvaa eksponentiaalisesti piirrevektoreiden dimension [ suhteen
('curse of dimensionality!")
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Seuraavassa kuvassa on esitetty Parzen-ikkunoilla saatuja tnjakauman
(katkoviiva) approksimaatioita. Kantafunktiot ovat normaalijakaumia ja
h = 0.1. Tapauksessa a) N = 1000 ja tapauksessa b) N = 20000
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k:n 1ahimman naapurin menetelma

Edellisessa menetelmassa kantafunktiot olivat samanlaisia riippumatta siita
oliko tarkasteltavassa piirreavaruuden osassa havaintoja tihedssa vai harvassa.
Yleisempi versio kaavalle (14) :

k

p(x) = NV (19)

missa V'(x) on x:sta riippuva tilavuus. Eli kiinnitetddn ensin k ja lasketaan
vasta sitten havaintojen viema tilavuus

Voidaan osoittaa, etta estimaatti on harhaton ja asymptoottisesti konsistent-
ti, jos k — oo ja k/N — 0, kun N — o0

Saatua estimaattia kutsutaan tnjakauman k:n |3himman naapurin estimaa-
tiksi.
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k:n ldhimman naapurin paatossaantd on suboptimaalinen variaatio k:n [dhim-
man naapurin estimaatista:

e Etsi N:n opetusndytteen joukosta luokiteltavan naytteen x £ lahinta
naapuria. Yleensd k£ on pariton eikd se ole luokkien lukumaaran M
monikerta

o Laske kuinka moni (k;) lahimmistd naapureista kuuluu luokkaan w;
e Valitse se luokka, jolle k; on suurin

Lahimman naapurin menetelman luokitteluvirheelle Py voidaan laskea seu-
raavat teoreettiset rajat, kun N — oc:

M
PBayes S PNN S PBayes(2 - mPBdes) S 2-PBayeS7 (20)

missa Ppgyes On Bayes-sdadnnon tuottama optimaalinen luokitteluvirhe ja M
on luokkien |km
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Mikali N on suuri, k:n Idhimman naapurin paatossaantd toimii paremmin
isommilla k:n arvoilla kuin 1.

Kaytannossa k:n lahimman naapurin saanto toimii usein erittdin hyvin yksin-
kertaisuudestaan huolimatta, mutta on laskennallisesti raskas suurilla N:n
arvoilla.
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