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Taman luvun sisaltd

Tama luku kaydaan kahdella luennolla: ensimmaiselld luokittelu
ja toisella ryhmittelyanalyysi.

Q Hahmontunnistuksen perusteita

Luokittelu

Lahimman naapurin luokitin (kNN)
Bayes-optimaalinen luokitin
Ryhmittelyanalyysi

Hierarkkinen ryhmittely

c-means ryhmittelyalgoritmi (k-means, KM)
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Luokittelu

@ Hahmontunnistus on tieteenala, jossa luokitellaan joitakin
kohteita niista tehtyjen havaintojen perusteella luokkiin

@ Keskeiset ongelmat ovat havaintojen teko, niiden pelkistys
ja esikasittely, muuntaminen sopivimmaksi kuvaukseksi eli
ns. piirreirrotus, seka piirrevektorien perusteella tapahtuva
luokittelu.

@ Esimerkki: kasinkirjoitettujen numeroiden, vaikkapa
kirjeiden osoitteissa olevien postinumeroiden (00076 Aalto)
automaattinen tunnistus kirjeiden luokittelua varten.
Postinumero pitaa valokuvata ja kukin erillinen numero
pitaa digitaalisesti erotella ja normalisoida (esikasittely), ja
sen jalkeen etsia sopivat numeeriset tunnusluvut (piirteet)
joiden avulla luokittelu on mahdollisimman tehokasta Al
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Luokittelu (2)

@ Toinen esimerkki: tietyn objektin havaitseminen muiden
objektien seasta. Katso kurssin “T-61.5070 Computer
Vision”

@ Esimerkkeja hahmontunnistussovelluksista:

e Satelliittikuvien tulkinta

Robottindkd

Tekstin tunnistus

Puheen tunnistus, “alykkaat” kayttoliittymat

Henkilén tunnistus (sormenjalki, puhe, nimikirjoitus,

kasvokuva, silman iris, ...)

o Laaketieteellisten aineistojen seulonta, esim.
irtosolunaytteet

e Laadunvalvonta, pullonpalautusautomaatit

e Dokumenttien automaattinen luku ja késittely (shekit,
lomakkeet, ...)

e Auton rekisterinumeron tunnistus



https://noppa.aalto.fi/noppa/kurssi/t-61.5070/harjoitustyot/T-61_5070_assignment_instructions.pdf
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Luokittelu (3)

@ .. ja paljon muuta. Kyseessé on selked kasvuala.
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Hahmoalueet, erotinfunktio

@ Hahmo on tunnistettavan kohteen numeerinen esitystapa,
joka voi olla vektori, matriisi, puu, graafi, merkijono, ...

@ Tassa suppeassa esityksesséa keskitytaan taas vektoreihin:
ajatellaan siis ettd kukin kohde on esitettavissa vektorina
X=(xq,...,X%y)" (pisteena d-ulotteisessa
vektoriavaruudessa).

@ Se miten tallaiseen vektoriin pdadytaéan on hyvin
sovelluskohtaista ja itse asiassa ehka vaikein osa koko
hahmontunnistusjarjestelmén suunittelua; emme puutu
siihen tassa.

@ Kaksi keskeista kysymysta silloin on: 1. Mitkd hahmot ovat
keskenddn samanlaisia? 2. Minkalaisia ryhmia hahmot
muodostavat? A!
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Hahmoalueet, erotinfunktio (2)

@ Vastauksia naihin etsitddn geometriasta, ajattelemalla siis
hahmot pisteind d-ulotteisessa avaruudessa ja katsomalla
niiden valisia vektorietdisyyksid (esim. euklidinen etaisyys)

@ Myds todennédkéisyyslaskennalla on tarked rooli kuten
nahdéan

@ Merkitdan nyt luokkia merkinnalla w1, ..., wy (0Omega), siis
niitd on M kappaletta (esim. kasinkirjoitetut numerot:

M =10)

@ Geometrisesti ajatellaan ettd koko d-ulotteinen
vektoriavaruus jakaantuu M:aan alueeseen, ns.
hahmoalueeseen Ry, ..., Ry joiden keskinaiset leikkaukset
ovat nollia ja joiden unioni on koko avaruus

@ Jos hahmovektori x kuuluu alueeseen R;, paatellaan etta
x:n luokka on wj. A!
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Hahmoalueet, erotinfunktio (3)

@ Esimerkki: Kuvassa on kolme hahmoaluetta, joista R»
kahdessa osassa. Alueiden keskinaiset leikkaukset tyhjia,
yhdiste koko R?. Kuvassa siis X kuuluu alueeseen R;
joten sen luokka on ws

Kuva: Hahmoalueet

@ Alueet ovat mielivaltaisen muotoisia, ja voi olla vaikeaa
laskennallisesti paatella mihin alueeseen x kuuluu
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Hahmoalueet, erotinfunktio (4)

@ Siksi usein kaytetadan erotinfunktioita g{(X), ..., gu(X) joiden
avulla luokittelusaanté on seuraava:
jos gj(x) = max;g;(x), niin X € w;

@ Erotinfunktio voi olla vaikkapa datasta estimoitu
tiheysfunktio p;(x|6)

@ Yhteys hahmoalueisiin on silloin se, etta

R; = {x|g;(x) = max;gi(x)}

® Luokkaraja luokkien i ja j valilla on {x|g;(x) = g;(x)}, siis
niiden pisteiden joukko joissa erotinfunktiot saavat saman
arvon. Se on pinta, jonka dimensio on d — 1

@ Esimerkki: Ylldolevassa esimerkkikuvassa siis

(esimerkiksi) g3(Xo) > g2(Xo0) > g1(Xo). Koska
hahmoavaruus d = 2 (alueita), niin luokkarajat ovat kayria
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Hahmoalueet, erotinfunktio

Luokitteluvirheen minimointi

Oleellista on l6ytaa sellaiset hahmoalueet tai ekvivalentisti
erotinfunktiot, ettd kun yo. sdant6a kaytetéan,
luokitteluvirhe minimoituu

Luokittelu on ohjattua oppimista (“supervised learning”).
On kéaytettavissa joukko hahmovektoreita x, joiden oikea
luokka w tiedetdan. Usein luokkatieto on “kallista” —

esimerkiksi asiantuntijan “k&sin” luokittelemaan aineistoa

Tunnettu joukko jaetaan tarvittaessa erillisiksi
opetusjoukoksi ja testijoukoksi

Hahmoalueet tai erotinfunktiot muodostetaan opetusjoukon
avulla




Hahmontunnistuksen perusteita
[efelele] 1 )

Hahmoalueet, erotinfunktio (2)

Luokitteluvirheen minimointi

@ Testijoukkoa voidaan kayttaa luokitteluvirheen
laskemiseen: annetaan testijoukko ilman luokkatietoa
luokittimille, ja lasketaan kuinka usein luokitin paatyi
vaaraan lopputulokseen

@ Koska opetusjoukko on &éarellinen, ei yleensa voida
muodostaa virheetdnta luokitinta, eli kun uusia
hahmovektoreita luokitellaan, menee luokka joskus vaarin
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Lahimman naapurin luokitin (kNN)

@ Idea on hyvin yksinkertainen: olkoon uusi luokiteltava
vektori x € R, jolle pitdisi siis |6ytaa “oikea” luokka w

o Kaytettavissa opetusjoukko (x,w); eli tunnetaan valmiiksi
luokiteltua (M luokkaa) dataa x,,(j) € RY:
{Xu, (1), X (M)}, - {Xwp, (1), -+ X0y, (PM) -

@ Lasketaan etaisyydet pisteen x ja opetusjoukon pisteiden
valilla (n= ny + ... + ny) ja etsitddn ne k vektoria, jotka
ovat ldhinn4 x:4éa (k 1&hinta naapuria)

@ Usein etaisyysmittana kaytetaan euklidista etaisyytta

d

D(x,z) =[x —z|| = | > (xi — 2)?

i=1

12/54



Hahmontunnistuksen perusteita
o000

Lahimman naapurin luokitin (kNN) (2)

O‘pet‘usgirnei‘sto,‘Iuolfileltgva}t pi§teqt ja gtaisyydet pisteest 1
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Kuva: Euklidinen etaisyys lahimpaan naapuriin ~ 1.75.

@ Nelidjuurta ei kaytanndssa tarvitse ottaa, koska se ei
vaikuta kun vertaillaan etaisyyksia keskenaén
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Lahimman naapurin luokitin (kNN) (3)

@ Luokitellaan x siihen luokkaan, mihin enemmisté
naapureista kuuluu. Tasapelin sattuessa heitetaan lanttia.

Kuva: Luokiteltava piste vinonelié. Opetusaineistossa M = 2
luokkaa (punaiset pallot {Xpaio(1), - - -, Xpano(8)} ja vinreat neliét
{Xnetio(1), - - - s Xnelio(7) })- Vas. k = 1, vinonelid luokitellaan
punaiseksi palloksi. Kesk. k = 2, tasapeli, arvotaan. Oik. k = 3,
kaksi neliétd, yksi pallo, vinonelié luokitellaan vihredksi nelidksi.

14/54
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Lahimman naapurin luokitin (kKNN) (4)

@ Usein luokittelussa kaksi luokkaa M = 2. Talléin k
kannattaa valita parittomaksi (k =1,3,5,...)

@ Menetelma on idealtaan yksinkertainen ja my0@s varsin
tehokas

@ Jos opetusjoukko on suuri ja dimensio d korkea, on
lahimpien naapureiden haku raskas operaatio (sama
ongelma kuin tietokannoissa); tdhan on kehitetty
monenlaisia menetelmia, esim. hakupuita.

@ Huomaa siis, ettéd tietokone “ei nge”, mitka ovat I&himman
naapurit vaan se joutuu laskemaan kaikki etaisyydet
(ainakin ensimmaisella kerralla)

@ Luokitinta voi kokeilla Web-demoilla, esim.


www.cs.cmu.edu/~zhuxj/courseproject/knndemo/KNN.html
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Bayes-optimaalinen luokitin

@ Tama perustuu taas Bayesin kaavaan ja filosofiaan

@ Koska kyseessé on luokittelu, on tarkein muuttuja luokan
w; todennékdisyys, seka ennen havaintojen saamista etta
sen jalkeen.

@ Merkitaan luokkien prioritodennékdisyyksia
P(w1), ..., P(wum) ja posterioritodennékéisyyksia sitten kun
on tehty havainto, siis hahmovektori x on kaytettavissa,
P(w1|X), ..., P(wm|x)

@ Esim. postinumeroiden luokittelussa priori vastaa
kysymykseen “kuinka todenndkdinen postinumeroissa on
numero kolmonen”; tdman voi laskea postin tilastoista

@ Posteriori vastaa kysymykseen “kuinka todennakéisesti
juuri tdma annettu numero on kolmonen” Al
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Bayes-optimaalinen luokitin (2)

@ Bayesin kaavan mukaan naiden valinen yhteys on

seuraava. p(x| )P( )
Pk =" o)

Siella olevien kahden uuden jakauman tulkinta: p(x) on
kaikkien hahmovektoreiden yhteinen tiheysfunktio, p(x|w;)
on luokkaan w; kuuluvien hahmovektoreiden tiheysfunktio,
ns. luokkatiheysfunktio luokalle w;

@ Kaytanndssa luokkatiheysfunktiot voidaan estimoida
opetusnaytteesta esim. olettamalla ne gaussisiksi ja
laskemalla (suurimman uskottavuuden estimoinnilla)
kullekin luokalle keskiarvovektori m; (i viittaa luokkaan) ja
kovarianssimatriisi C; juuri siitd luokasta peraisin olevien
opetusnaytteen vektorien perusteella Al
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Bayes-optimaalinen luokitin (3)

@ Prioritodenndkdisyydet estimoidaan tapauskohtaisesti (vrt.
postinumerot)

@ Jarkevimmalta tuntuu MAP (maksimi-posteriori)-luokitus:
erotinfunktiona kaytetdan posterioritodennakoisyytta, eli
luokittelusaanto: jos P(w;|X) = max;P(w;|x), niin X € w;

@ Valitaan siis fodennékdisin luokka.

@ Bayesin kaavasta:
jos p(X|wj) P(wj) = max;p(X|w;)P(w;), niin X € w;
koska termi p(x) on kaikille sama ja voidaan tiputtaa pois
vertailussa

@ Jos prioritodennakdisyydet ovat samat, tulee vain
jos p(X|w;) = max;p(X|w;), niin X € w;

@ Erotinfunktiona voidaan myés kayttéda edellisten logaritmia,
joka on usein laskennallisesti helpompi.

A

18/54
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Bayes-optimaalinen luokitin (4)

@ Ero pelkkdan suurimman uskottavuuden menetelman (ML)
antamaan luokkatiheysfunktioon p(x|w;) on siis luokan
prioritiedon hyvaksikayttd

@ Kuvallinen esimerkki luokan priorin vaikutuksesta, kun
mitattu 25 miehen pituus (sininen pallo) ja 9 naisen pituus
(punainen neli®), ja luokiteltavana uusi havainto
Xnew = 172.

19/54
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Bayes-optimaalinen luokitin (5)

PO) = i) ple)
P, Py
- 2Pl P(ay)
- - PUAPA)DIEPE)

P(w,) = 25134 !

Py =0 |

Kuva: (a) Opetusdata luokista A ja B seké niista estimoidut
gaussiset todennakdisyysjakaumat p(x|w;). (b) ML-luokittelu
kayttaen p(x|w;), jolloin X,ew = 172 luokittuu B:ksi. (c)
Bayes-optimaalinen luokitin p(x|w;) - P(w;), jossa
luokkatodennékoisyydet P(wa) = 25/34 ja P(wg) = 9/34. Nyt
Xew = 172 luokittuu A:ksi. Huomaa siis, etta luokkaraja muuttuu.

20/54
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Bayes-luokitin normaalijakautuneelle datalle

Millaiseksi sdénté muodostuu jos p(x|w;):t ovat normaalijakautuneita?

@ Muistetaan moniulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio
(Luku 5):

plxts) = K- oxp 5 (x - m)"C (x-m) ) (1)

miss& m; = (u1j, . .., ug) " on keskiarvovektori (jakauman
keskipiste, huippukohta) ja Kj on normalisoiva termi

1
(27)"72 det(C))'/2

Kj:

@ Nahdaan ettd jos kovarianssimatriisit ovat samat (tai
oletetaan samoiksi), kaikki termit K; ovat samat ja voidaan
tiputtaa vertailussa pois.

21/54
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Bayes-luokitin normaalijakautuneelle datalle (2)

Millaiseksi séant6 muodostuu jos p(x|w;):t ovat normaalijakautuneita?

@ On sama verrataanko funktioiden p(x|w;) vai niiden
logaritmien arvoja (logaritmi on monotonisesti kasvava
funktio)

@ Luokittelu siis (olettaen my6s luokkien priorit samoiksi): jos
[—(x —m;)TC~"(x — m))] = max;[—(x — m;)TC~" (x — m;)],
niin X € wj

@ Jos prioritodennakdisyydet eivat ole samat, tulevat niiden
logaritmit myds mukaan

@ Esimerkki: Katsotaan yksinkertaisuuden vuoksi 2 luokan
tapausta:

@ Kun kehitetdan auki nelidmuodot ja taas tiputetaan yhteiset
osat pois, jaljelle jaa yksinkertainen saanto:
jos (my —my)"C~'x > mJC~"'my; — mJC~"my niin x € wy,
muuten X € wo.
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Bayes-luokitin normaalijakautuneelle datalle (3)

Millaiseksi séant6 muodostuu jos p(x|w;):t ovat normaalijakautuneita?

@ Huomaa ettd vasen puoli on x:n lineaarinen funktio,
paatbéspinta luokkien wy ja w, valilla on hypertaso.

@ Esimerkki 1D:ssa:

P(x,@) = p(x|w) p(w)

0,20, 1 - Pay)

P(@,) = Py ' | - - Pt eptrtoy)

Kuva: 1D-tapaus kahden luokan luokkatiheysfunktioista samalla
keskihajonnalla o = oy = o2 ilman luokan prioria. Luokkarajaksi
tulee symmetriasyista hypertaso.

23/54
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Bayes-luokitin binaaridatalle

Millainen saanto binaaridatalle?

@ Ajatellaan seuraavaa tapausta: joukolle ihmisia
kohdistetaan mielipidekysely, joissa d kysymysta, ja
kuhunkin pitéda vastata “samaa mieltd” tai “eri mielta”.

@ Koodataan yhden ihmisen vastaukset vektoriksi
X =(Xq,...,Xg)| missd x; = 1 jos samaa mielt&
kysymyksen i kanssa, x; = 0 jos eri mielta.

@ Kyselyn tekija haluaa jakaa ihmiset kahteen luokkaan silla
perusteella, miten todennékdisesti on vastattu “samaa
mieltd”.

@ Kaytetaan Bernoulli-jakaumaa P(X = x;) = p¥(1 — p)' =%
parametrilla p

@ Olkoot x;:t riippumattomia toisistaan ja
P(xi = 1w1) = p, P(x; =1wz2) =q, p>q.
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Bayes-luokitin bindaridatalle (2)

Millainen s&antd bindaridatalle?

@ Oletetaan etta etukateisarviot luokkien suhteellisista
suuruuksista (prioritodennékdisyydet) ovat P(wq), P(w2).

@ Miké& on Bayesin luokitin?

@ Muodostetaan ensin luokkatiheysjakaumat
p(X|wt), p(X|w2).

@ Mikéa on esim. vektorin x = (11100101) todennakdisyys
luokassa wq?

@ Seon ppp(1 — p)(1 — p)p(1 — p)p (kysymysten
riippumattomuus:
p(X1, ..., Xdlwr) = p(Xt|wi) - ... - p(Xqg|w1))

@ Huomaa ettd tdma voidaan kirjoittaa muotoon
ne_p¥(1 —p)' =

25/54
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Bayes-luokitin bindaridatalle (3)

Millainen s&antd bindaridatalle?

@ Tama on siis p(x|w). Luokalle w, vastaavasti mutta p:n
tilalla g.

@ Erotinfunktio g4(x|w1) = p(X|w1) - P(w) luokalle wy, kun
siita otetaan logaritmi:

Ingi(X|wi) = Inp(X|ws) + INP(w1)

d

= > [xilnp+ (1 = x;)In(1 — p)] + InP(uwr)
p
d

= > lin- fp +In(1 — p)] + InP(w)
i—

— 1_ Zx,+d/n1—p)+lnP(w1)-

26/54
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Bayes-luokitin binaaridatalle (4)

Millainen s&antd bindaridatalle?

Tasta on helppo muodostaa paatéssaantd, kun
prioritodennékdisyydet seka p, g on annettu. Esim. jos
priorit ovat samat, ne voi tiputtaa vertailussa pois; jos
vaikkapa p = 0.8, g = 0.5 tulee vertailusdannoksi

91(X|w1) > go(X|w2)
> X >0661d
i
Taman voi tulkita niin ettd “kuulut luokkaan yksi, jos

vastasit 'samaa mieltq’ vahintaan 66.1 prosenttiin
kysymyksista”.
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Ryhmittelyanalyysi

@ Edelld on oletettu, ettd on olemassa luokiteltu opetusnayte
eli joukko luokaltaan tunnettuja vektoreita, joiden avulla
luokitin (esim. [ahimm&n naapurin luokitin tai
Bayes-luokitin) voidaan rakentaa.

@ Monessa ongelmassa néin ei kuitenkaan ole: vektoreiden
luokitteleminen “k&sin” voi olla vaikeaa tai kallista.

@ Esim. satelliittikuvien analyysissa on kuva-aineistoa
kaytettavissa valtavia maaria, mutta se ei ole luokiteltua.

@ Silloin usein turvaudutaan ryhmittelyanalyysiin jolla
pyritdan I6ytdmaan samankaltaisten vektorien joukkoja tai
ryppaité aineistosta.

@ Joukot vastaavat usein joitakin mielekkaita luokkia, ja

koska joukkoja on paljon vahemman kuin vektoreita, niiden Al
luokittelu on helpompaa.



Hahmontunnistuksen perusteita

000000

Ryhmittelyanalyysi (2)

@ Esimerkki: 2D-datavektorit x(1), ..., x(28) ryhmitellaén
kolmeen joukkoon. Soikiot on piirretty lopuksi
visualisoimaan, mitk& datapisteet (indeksinumerot)
kuuluvat mihinkin joukkoon

Kuva: Datan ryhmittely kolmeen joukkoon.
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Ryhmittelyanalyysi (3)

@ = Jokaisen joukon sisalla vektorit ovat samankaltaisia
toistensa kanssa, kun ne taas poikkeavat toisten joukkojen
vektoreista paljon

@ Esimerkki “tulkinnallisesta tilanteesta”: mika olisi sopiva
ryhmittelyn tulos?

e ©® o_o
e o0 0% °
o
® o

®e

e oo

°
. e
°
oot

Kuva: Miten ryhmittelisit tim&n datan?
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Ryhmittelyanalyysi (4)

@ Kurssilla esitetdén kaksi tunnettua ryhmittelyalgoritmia:
hierarkkinen ja (dynaaminen) c-means-ryhmittely

@ Eri ryhmittelyalgoritmit voivat tuottaa hyvin erilaisen
lopputuloksen samalle aineistolle
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Ryhmittelyanalyysi

Matemaattisia huomioita

@ Meilld on taas n vektoria x(1), ..., x(n) joiden dimensio on
d (datamatriisin sarakkeet). Niilla ei ole nyt mitédan
luokkanimikkeita

@ Tehtdvand on l6ytéda c ryhmaa (joukkoa, rypasté, klusteria)
Cy, ..., Cc siten etta niiden keskindiset leikkaukset ovat
tyhjat ja unioni on koko vektorijoukko

o Tyypillisesti siis tietty ryhma C; on joukko vektorien
indekseja

@ Esim. jos n=25ja ¢ = 5 (hyvin pieni ryhmittelyongelma),
on erilaisten ryhmitysten lukumaara
2.436.684.974.220.751. Ongelma on siis kombinatorisesti
hyvin vaikea

@ Ryhmittelyanalyysi on “ohjaamatonta luokittelua”, koska ei
ole “opettajaa” joka kertoisi oikeat luokat.

32/54
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Ryhmittelyanalyysi

Sovelluksia

@ Sovelluksia:

Taksonomia biologiassa: mita ovat eldin- ja kasvilajit
L&&ketiede, biologia (potilasaineistot, geenipankit)
Yhteiskuntatieteet (kansanluokat, nelikentéat)
Kuva-analyysi (satelliittikuvat, visuaalinen laadunvalvonta)
jne.
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Hierarkkinen ryhmittely

Algoritmi

@ Idea on hyvin yksinkertainen: aluksi kukin vektori
muodostaa oman ryhmansa. Niita on siis n kpl

@ Sitten yhdistetdan ne ryhmét jotka ovat /dhinnéa toisiaan

@ Tata jatketaan kunnes kaikki vektorit ovat samassa
ryhmassa.

@ Ryhmittely voidaan esittéda hierarkkisena ryhmittelypuuna

@ Puun voi katkaista sopivalta tasolta jos esim. tiedetaan
montako ryhma4 halutaan, tai jossakin vaiheessa
lahimpien ryhmien etaisyys kasvaa isoksi (jolloin niiden
yhdistdminen ei enda tunnu jarkevalta).
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Hierarkkinen ryhmittely (2)

Algoritmi

3 HH L0 @
N
L R B S

Kuva: Hierarkkinen ryhmittely kéyttden lyhinta etaisyytta. Alussa
nelja datapistettd on neljdssa ryhmassa. Yhdistetaan kaksi
[&hintd ryhmaa etéisyydelld/kustannuksella 6. Piirretdan
ryhmittelypuuta. Jatketaan kunnes kaikki pisteet yhdessa
ryhméssa.

@ Edellisessa esimerkissa ryhmittelypuussa oli hyppy yhden
ja kahden klusterin vélissa: kaksi klusteria olisi
luonnollinen valinta
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Hierarkkinen ryhmittely

Ryhmien yhdistdéminen

@ Oleellinen kysymys silloin on: mika on kahden ryhman
Ci, Cj vélinen etéisyys?
@ Kolme suosituinta mahdollisuutta
@ Lyhin (“single”) etaisyys vektorien x € C;jay € C; vélilla
@ Pisin (“‘complete”) etaisyys vektorien x € C;jay € C; valilla.
© Ryhmien keskipistevektorien (“average”) valinen etaisyys

G G D
o~ @6 &6

Kuva: Ryhmien vélisen etdisyyden maéraytyminen: “single”,

“complete”, “average”
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Hierarkkinen ryhmittely (2)

Ryhmien yhdistaminen

@ Jokaisella on tietty vaikutus ratkaisuna tulevien ryhmien
muotoon. Lyhin etéisyys suosii “pitkulaisia” ryhmia, pisin
etaisyys taas “pallomaisia” ryhmia, keskipisteiden etaisyys
on naiden valilta

@ Huomaa ettd kahdessa jalkimmaisessa tavassa ryhmittely
voidaan tehdd jopa tuntematta vektoreita x(/), kunhan
tiedetdén kaikki niiden valiset etaisyydet d[x(/), x(j)]
(vierekkaisyysmatriisi). Siten menetelmat sopivat myds
muunlaiselle tiedon esitykselle kuin vektoreille
(merkkijonot, puut, graafit, ...), kunhan etéisyydet voidaan
laskea.

@ Kuitenkin ryhmien keskipistevektoreita kayttdva menetelma
edellyttad etta keskipiste on laskettavissa, ja tallin vektorit
X(f) on tunnettava. A!
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Dynaaminen ryhmittely

@ Tama on eras klassisimpia ohjaamattomia
koneoppimismenetelmid

@ Nyt taytyy tietda (arvata, kokeilla) ryhmien lukumaéra c

@ Kutakin ryhmaa C; edustaa laskennallinen
keskipistevektori m;

@ Ryhma C; méaaritellaan joukkona
Ci = {x][[x —my[| < []x —myl|,j # i}

eli niiden vektoreiden joukko jotka ovat lahempana C;:n
omaa keskipistetta kuin mitdan muuta keskipistetta.
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Dynaaminen ryhmittely (2)

@ Jarkeva ryhmittelykriteeri on nyt:

c c
minimoi J =Y ") " [Ix —mil> =) " y;
i=1 xeC; i=1

@ Osasumma J; mittaa ryhman C; siséista varianssia eli
kuinka l&hella keskipistetté vektorit x ovat.

@ Ongelma: kuinka J minimoidaan?

@ Huomaa ettd J on siis ryhmittelyn funktio: pisteet x eivat
“liiku” minnekaan, niitd vain allokoidaan eri ryhmiin niin etta
kriteeri minimoituu. Kun yksikin piste siirtyy ryhmasta
toiseen, kriteerin J arvo muuttuu.

@ Kombinatorinen ratkaisu (kokeillaan kaikki mahdolliset
ryhmittelyt ja valitaan se jossa J on pienin) ei ole Al
laskennallisesti mahdollinen
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Dynaaminen ryhmittely (3)

@ Mita siis voidaan tehda?
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c-means ryhmittelyalgoritmi (k-means, KM)

@ Tunnetuin dynaaminen ryhmittelymenetelma on ns.
c-means -algoritmi (eli c:n keskipisteen algoritmi;
vaihtoehtoinen nimi k-means, KM):

@ Valitse satunnaisesti ¢ pistetta joukosta x(1), ..., x(n)
pisteiksi my, ..., mg;
@ Toista kunnes pisteet my, ..., m; eivat muutu
@ Sijoita kukin piste x(1), ..., x(n) siihen ryhmé&én C; jonka
keskipiste m; on Idhinn§;
@ Laske uudet keskipisteet kaavalla

m,:%Zx

! xeC;

missa n; on C;:n pisteiden lukumaara.
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c-means ryhmittelyalgoritmi (k-means, KM) (2)

@ Algoritmi kuvallisesti:

(1)

Kuva: Valittu ¢ = 2, keskiarvopisteet m; (neli6) valittu pisteiden
joukosta satunnaisesti. Algoritmissa vuoroin (1) sijoitetaan
pisteet (pallo) siihen ryhm&an, jonka keskiarvovektori (nelid) on
lahinna, ja (2) lasketaan uusi keskiarvopiste m; (katkoviivanelié
— nelié). Kun muutoksia ryhmiin ei tule, suoritus paattyy.
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00000000

c-means ryhmittelyalgoritmi (k-means, KM) (3)

@ Koska aloituspisteet arvotaan, voi eri ajokerroilla tulla
erilaisia tuloksia

Kuva: Valittu ¢ = 3, keskiarvopisteet m; nelidind. Kolme eri ajoa
eri alkupisteilla.

@ Algoritmiin I16ytyy demoja, esim.
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c-means ryhmittelyalgoritmi (k-means, KM)

Mita algoritmissa tapahtuu?

@ Ajatellaan kriteeria

c (o]
J=> 3 Hx_min:EJi
j=

i=1 xeC;
ja katsotaan mité tapahtuu jos siirramme yhden vektorin x
ryhmasté i rynmaan k
@ Ainoastaan kaksi osasummista muuttuu: J; ja Ji, koska
kaikki muut ryhméat sailyvat ennallaan
@ Niiden uudet arvot ovat

J = i x - my? (@
JUUST = e+ [ — my |2 (3)
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c-means ryhmittelyalgoritmi (k-means, KM) (2)

Mita algoritmissa tapahtuu?

@ Koko kriteeri J pienenee jos
ST 4 JS <+ i

joka tapahtuu jos ja vain jos
[ = my[ < []x —my.

@ Siis aina kun jokin vektori siirtyy ryhm&én jonka keskipiste
on ldhempé&nd kuin vanhan ryhman keskipiste, kriteeri J
pienenee

@ Mutta juuri ndinhan c-means-algoritmissa tapahtuu.
@ Siis kriteeri J pienenee aina kun ryhmittely muuttuu
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c-means ryhmittelyalgoritmi (k-means, KM) (3)

Mita algoritmissa tapahtuu?

@ (Lisaksi pitda todistaa ettd myods algoritmin 2. vaihe el
keskipisteiden paivitys pienentaé kriteeria:
harjoitustehtavaksi.)

@ Koska J on positiivinen, se ei voi pienentya ikuisesti vaan
sen on supettava johonkin arvoon.

@ Algoritmi ei takaa ettd 16ytyisi kaikkein paras ryhmittely,
jossa J:lla on kaikkein pienin arvonsa, vaan algoritmi
suppenee paikalliseen minimiin

@ Silti se on kdytdnndssa hyva ja suosittu menetelma.
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c-means ryhmittelyalgoritmi (k-means, KM)

Yhteys koodausteoriaan

@ c-means-algoritmilla on yhteys koodausteoriaan:
ryhmékeskipisteet m; voidaan ajatella koodeiksi eli
kompressoiduksi esitykseksi kaikista ryhman C; vektoreista

@ Jos seka lahettajalla etta vastaanottajalla on tiedossa
koodikirja eli vektoreiden m; arvot, voi vektoreiden x
koodauksen - dekoodauksen hoitaa seuraavasti:

@ Lahettaja etsii vektoria x 1ahimméan koodivektorin m; ja
|ahettaa vain sen indeksin i (koodaus)

@ Vastaanottaja etsii indeksia i vastaavan koodivektorin m; ja
kayttaa sita x:n tilalla (dekoodaus)

@ Jos vektorit x ovat isoja, on bittien s&déstd hyvin merkittavaa

@ Haittapuolena on se ettd dekoodauksessa syntyy virhe
X —m;
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c-means ryhmittelyalgoritmi (k-means, KM) (2)

Yhteys koodausteoriaan

@ Virhe on sitd pienempi mita pienempi on kriteeri J ja mita
enemman koodivektoreita kdytetaan.
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Yhteenveto

Té&ssa luvussa kasiteltiin luokittelua ja ryhmittelya.
Luokittelussa tunnemme hahmovektorien luokan, minka avulla
luokitin (erotinfunktio, hahmoalue) muodostetaan. Taman
jalkeen luokitin antaa uudelle datapisteelle luokkatiedon.
Algoritmeista esiteltiin [Ahimm&n naapurin luokitin (kNN) ja
Bayes-optimaalinen luokitin jatkuvalle ja binaaridatalle.

Ryhmittelysséa luokkainformaatiota ei ole. Datasta
muodostetaan ryppéita (klustereita), joissa hahmovektorit ovat
keskendan samankaltaisia. Ne voidaan sitten kasitella
“luokkina” tai niiden “koodivektorien” avulla voidaan vahentaa
datan maaraa. Luvussa esiteltiin hierarkkinen ryhmittely ja
c-means-ryhmittelyalgoritmi.



Liite: Kuvia esitykseen, luku 6

Esimerkki luokitteluvirheesta

Opetusdatasta hahmoalueet kNN-luokittimelle, k=1

1-NN: Opetusdata kahdessa luokassa, oikein ja vaarin luokitetut

6 x Luokka +1 (opetus)|
o Luokka -1 (opetus)|
Oikein +1 [39]
4 Oikein -1 [41]
+ Vaarin +1 [14]
v Vaarin -1 [6]
2l
< o °
v ¥
© o
of B 0%
0c® nEe g’ ®
° 555
2 L0 onFgo
& v, BB
O
o © B
—al
=
-6 -4 -2 0 2 a4 6

Kuva: kNN-luokitin kun k = 1. Kahden luokan opetusaineiston x ja o
sinisella. Testiaineiston 100 naytetta: “vihred plus” luokiteltu rastiksi
oikein, “vihre& neli¢” luokiteltu oikein palloksi, “punainen téhti” on rasti
joka luokiteltu virheellisesti palloksi, “punainen kolmio” on ympyra
joka luokiteltu virheellisesti rastiksi. Luokitteluvirhe (14+6)/100 = 20%.
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 6

Hierarkkinen ryhmittely: etaisyysmitan vaikutus

Olkoon kaytdssa kuvan mukainen data:

2 o 18
17
“gd
1.5 .1312
.

1
o ] "1%
AT 18 .y
(4 7
05 2322 °
L] e 6
° 24 [Y 5

of LI B -

%7 12

o
' 25,
-1 ® . 31
U

o> 2
1 -05 O 35 1 15 2

Kuva: Ryhmittelyesimerkin data.

Tehd&én télle datalle hierarkkinen ryhmittely kayttden ryhmien valisen
etaisyydet mittaamiseen (a) keskiarvomittaa (“average”), (b) pieninta
(“single”), (c) suurinta (“complete”) etaisyyttd. Ryhmittelyn jalkeen
katkaistaan puu kolmen ryhman (oksan) kohdalta ja piirretaén
muodostuneet ryhmat.




Liite: Kuvia esitykseen, luku 6

Hierarkkinen ryhmittely: etaisyysmitan vaikutus (2)

Ryhmittelypuu (keskiarvoetaisyys)

1.8 Data jaettuna 3 ryynaan (keskiarvoet.)
o G @y M
17
16
® s
145 15 3y
x
12F < ol
1 & %o x1q
27 18 xx
1r x X 87
05 : "2322 x o
08 : 24 5 X5
L of 25 xx X3
0| thor “12
0.4 05| ++z% ]
. S O Klusteri #1]
o2k | : i i i : B st a1 X Klusteri #2]
o o + Klusteri #3
141512131617 1 2 3 41920212223 5 6 7 8 91011182425262728293031323334 -15 -1 -05 0 3®5 1 15 2

Kuva: Keskiarvoetaisyys (“average”): Pyéreahkot ryhmét.
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 6

Hierarkkinen ryhmittely: etaisyysmitan vaikutus (

Ryhmittelypuu (lyhin etaisyys)

Data jaettuna 3 fyhmaan (iyhin et.)

17)(]34

O Kilusteri #1]
0 1 X Klusteri #2|
8 2 +_Klusteri #3|

14151213 7 8 91011 5 6 1 2 3 418192021222324252627282930313233341617 -15 -1 -05 0 305 1 15 2

Kuva: Lyhin etaisyys (“single”): Pitkulaiset ryhmat.
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 6

Hierarkkinen ryhmittely: etaisyysmitan vaikutus (4)

Ryhmittelypuu (pisin etaisyys)

3.51-
Data jaettuna 3 fyhmaan (pisin et.)
18
sk 2| - - + 17 #
o,
1.
2.5 15| 12
; T
1
2 %zfou 18 'N»%
x
05 23 22 + 1
L EO . . I . . 6
1.5 X e * g
0 25 i x5 g 1
bl . . J . . XX o7 12
~05 H 0023 ]
0.5r 9 O Klusteri #1]
i i 040 4 X Klusteri #2]
o - + Klusteri #3]
141512131617 5 6 7 8 9101118 1 2 3 419202122232425262728293031323334 15 -1 -05 0 3d5 1 15 2

Kuva: Pisin etéisyys (“complete”): Py6reahkdt ryhmét
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