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Taman luvun sisaltd

Luku kaydaan lapi kahdella luennolla.

@ Estimointiteorian perusteita
@ Perusjakaumat 1-ulotteisina
Yleistys vektoridatalle, d:n muuttujan normaalijakauma
Suurimman uskottavuuden periaate
Bayes-estimointi
Regressiosovitus
Esimerkki regressiosta: neuroverkko
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Perusjakaumat 1-ulotteisina

@ Kun datasta halutaan muodostaa malleja, ne ovat yleenséa
tilastollisia (esim. regressio, luokittelu, ryhmittely, ...)

@ Siksi tarvitaan todenndkéisyyslaskentaa

@ Peruskasite sielld on todennakdisyysjakauma
(kertyméfunktio) skalaariarvoiselle satunnaismuuttujalle x:

F(x0) = P(x < Xo) (1)

antaa todennnéakdisyyden sille ettd x < xg.
@ Funktio F(xp) on ei-vadheneva, jatkuva ja 0 < F(xp) < 1.
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Perusjakaumat 1-ulotteisina (2)

@ Tiheysfunktio x:lle pisteessa x = xg

dF(x)
ax

p(Xo0) =

X=Xp

on funktion F(x) derivaatta pisteessa x = xg
@ Vastaavasti tietenkin

Foo) = [ pixax
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Perusjakaumat 1-ulotteisina (3)

@ Tiheysfunktiolla on seuraavat ominaisuudet:
/OO p(x)dx = 1
/OO xp(x)dx = p=E{x}
/ T (x— uPpx)dx = o = Var{x}.

@ Tassa p ja o ovat x:n odotusarvo ja keskihajonta.
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Perusjakaumat 1-ulotteisina

Esimerkkeja

@ Oletan tunnetuiksi jotkut yleisimmat tiheysfunktiot, kuten
normaalijakauma (eli Gaussin jakauma)

1 (x=p)?

X) = e o2
p(x) Taal ¢

ja tasainen jakauma (valilla [a,b])

p(x) =1/(b—a), kun x € [a, b], 0 muuten
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Perusjakaumat 1-ulotteisina
Normaalijakauman tiheysfunktio p(x)

Parametrit ;1 (keskiarvo) ja o (keskihajonta, o2 varianssi)

DO, ) = [11 (0 (210) exp-(x-1)’l2 0%)

‘‘‘‘‘ 0® =02, y=0|
09 N
o —o’=1,p=0
0.8] 2y ---0%=5=0
T
07
06
Z o5
S
04

Kuva: Normaalijakauma kolmella eri o:n arvolla
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Perusjakaumat 1-ulotteisina

Eksponentiaalijakauman tiheysfunktio p(x)

Parametri A (1/p, jossa p keskiarvo)

p(x) = Ae™™

PO) = [1/ 1] exp(=x)

Kuva: Eksponenttijakauma kolmella eri A:n arvolla
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Perusjakaumat 1-ulotteisina

Tasainen jakauman tiheysfunktio p(x)

Tasainen valilla [a, b]

kun x € [a,b

P(xjab) = [/ (-a)l I,

b

], 0 muuten

a=-1, b=1]

-1 -05 0 05

Kuva: Tasajakauma

1
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Yleistys vektoridatalle

@ Kun puhutaan vektoridatasta, on pakko yleistaa yo.
jakaumat moniulotteisiksi: olkoon taas datavektori
X=(x1,X,...,%Xq)7

@ Sen todennékdisyysjakauma (kertyméafunktio) on
F(xo) = P(x < Xo) 3)

missa relaatio “<” ymmarretaan alkioittain
@ Vastaava moniulotteinen tiheysfunktio p(x) on tdman
osittaisderivaatta kaikkien vektorialkioiden suhteen:

0 J 0
p(Xo) = 87)(187)(2"'87)@F(x) (4)

X=Xp

@ Kaytanndssa tiheysfunktio on tarkeampi.
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Yleistys vektoridatalle

Kahden muuttujan normaalijakauma, symmetrinen, d = 2

@ “Symmetrinen” 2-ulotteinen (d = 2) normaalijakauma on

1 (x4 *M1)2+£X2*M2)2

p(x) = me 20

missa jakauman odotusarvo (keskipiste) on piste
m = [uq, pe] ja keskihajonta joka suuntaan on sama o.

Kuva: Symmetrinen 2D-normaalijakauma
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Yleistys vektoridatalle

Kahden muuttujan normaalijakauma, d = 2

@ Ylla oleva 2-ulotteinen normaalijakauma voidaan
yleisemmin kirjoittaa muotoon

p(x) = K - exp (—;(x -m)'c " (x - m))

jossa skaalaustermi K (d = 2)

1 1

(27)9/2det(C)'/2 ~ 2x det(C)1/2

ja C (toisinaan X) on (2 x 2)-kokoinen kovarianssimatriisi
jam = [uq up]” keskiarvovektori (huippukohta)

12/61
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Yleistys vektoridatalle (2)

Kahden muuttujan normaalijakauma, d = 2

@ Keskihajonta / varianssi on 2-ulotteisessa tapauksessa
monimutkaisempi kuin 1-ulotteisessa tapauksessa:
varianssin o2 = E{(x — )2} korvaa kovarianssimatriisi

c_ E{(x1 — 1)} E{(x1 — p1)(x2 — p2)}
E{(x1 — 1) (X2 — p2)} E{(x — p2)?}

@ Esimerkkeja 2-ulotteisen normaalijakauman
tiheysfunktioista

13/61
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Yleistys vektoridatalle

d:n muuttujan normaalijakauma

@ Yleistys d:hen dimensioon suoraviivainen: matriisialkiot
ovat Cj = E{(x; — ui)(x; — 11j)} = Cov(x;, x;)

@ Kovarianssimatriisi C on siis symmetrinen neliématriisi
kokoa (d x d)

@ Silloin d-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio
voidaan kirjoittaa vektori-matriisimuotoon:

P = K-oxp (~x-mCx-m)) (5
@ missdm = [uy, ..., uq]" on keskiarvovektori (jakauman

keskipiste, huippukohta) ja K on normalisoiva termi

1

K =
(27)9/2 det(C)'/2

14/61
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Yleistys vektoridatalle (2)

d:n muuttujan normaalijakauma

@ Termi K tarvitaan vain, jotta p(x):n integraali d-ulotteisen
avaruuden yli olisi 1

@ Voidaan integroimalla johtaa etta

E{x} = m:/mxp(x)dx
E{(x-m)x-m)’} = C

@ Huomaathan, etta vaikka d > 1, niin p(x) € R eli
tiheysfunktion arvo on skalaari, silla matriisikertolaskut
eksponenttifunktiossa (1 x d)(d x d)(d x 1) = (1 x 1)

15/61
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Yleistys vektoridatalle

Korreloimattomuus ja riippumattomuus

@ Vektorin x alkiot ovat korreloimattomat jos niiden
kovarianssit ovat nollia eli E{(x; — 1i)(x; — p1j)} = 0. Toisin
sanoen, kovarianssimatriisi C on diagonaalinen

012 0 0 0

0 Jg 0 0
C=

0 O 05

@ Vektorin x alkiot ovat rijppumattomat jos niiden
yhteistiheysjakauma voidaan lausua marginaalijakaumien
tulona:

p(x) = p1(X1)p2(X2)....Pa(Xa)
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Yleistys vektoridatalle (2)

Korreloimattomuus ja riippumattomuus

@ Riippumattomuus tuottaa aina korreloimattomuuden, mutta
ei valttdmatta toisinpain

@ Osoitetaan ettd jos normaalijakautuneen vektorin alkiot
ovat korreloimattomat, niin ne ovat myés riippumattomat:
katsotaan termia (x — m)’C~'(x — m) tapauksessa missa
E{(xi — ui)(X; — 1;)} = O (korreloimattomuus).

@ Mutta silloin C on lavistajamatriisi ja

d
(x—m)TC7(x —m) = > (Ci) " (xi — i)

i=1
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Yleistys vektoridatalle (3)

Korreloimattomuus ja riippumattomuus

@ Kun otetaan tasta eksponenttifunktio kuten kaavassa (5)
saadaan

p(x) = K-exp <—;(x -m)Cc ' (x- m))

d

= K-exp (—; > (€)% - Mi)z)

i=1

1 . 1 .-
= K- exp(—§C111 (X1 — p1)?)... exp(—ECdJ (Xa — 1a)?)

joten p(x) hajaantuu marginaalijakaumien tuloksi, eli alkiot
X; ovat riippumattomia.

18/61
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Suurimman uskottavuuden periaate

Parametrisen tiheysfunktion estimointi

@ Edella esiteltiin teoriassa vektorimuuttujan jakauma,
etenkin normaalijakauma.

@ Jos on kuitenkin annettuna vain vektorijoukko datamatriisin
X muodossa, mista tiedAmme sen jakauman?

@ Jakauma olisi erittdin hyddyllinen, koska sen avulla
voidaan esim. vastata seuraavaan kysymykseen: kun on
annettuna uusi vektori x, milla todennékdisyydella se
kuuluu samaan joukkoon kuin datajoukko X (tai jokin sen
osajoukko).
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Suurimman uskottavuuden periaate (2)

Parametrisen tiheysfunktion estimointi

@ Etenkin luokittelu perustuu usein jakaumien estimointiin

p(xie)

N
A

i ~ _ p(dw,)=p(ce,)

150 160 170 180 190 200

Kuva: Esimerkki luokittelusta. Olkoon data X naisten ja Xg
miesten pituuksia (cm), ja niistd estimoidut normaalijakaumat
pa(x) = p(x|wa) ja ps(x) = p(x|ws). Jakaumia voidaan kayttaa
luokittelemaan uusi datapiste p(Xpew|ws) > P(Xnew|wa). Havainto
Xnew lUOKiteltaisiin naiseksi.
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Suurimman uskottavuuden periaate (3)

Parametrisen tiheysfunktion estimointi

@ Eras mahdollisuus on d-ulotteinen histogrammi: mutta
dimensionaalisuuden kirous tekee tasta hyvin hankalan jos
d vahankin suuri

@ Parempi menetelma on yleensa parametrinen
tiheysestimointi, joka tarkoittaa, etté oletetaan
tiheysfunktiolle p(x) jokin muoto (esim. normaalijakauma)
ja pyritdéan estimoimaan datajoukosta vain sen parametrit —
normaalijakaumalle siis keskiarvovektorim = [u1 ... pg]”
ja kovarianssimatriisi C = (Cj)

@ Tama tekee yhteensa vain d + d(d + 1)/2 parametria,
koska C on symmetrinen matriisi kokoa (d x d)

@ Vertaa histogrammiin, jossa lokeroiden maéra kasvaa
eksponentiaalisesti /.
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Suurimman uskottavuuden periaate (4)

Parametrisen tiheysfunktion estimointi

@ Merkitdan tuntemattomien parametrien muodostamaa
jarjestettyd joukkoa vektorilla € ja tiheysjakaumaa p(x|0)

@ Tarkoittaa: funktion varsinainen argumentti ovat
vektorialkiot Xy, . . ., x4 mutta funktio riippuu myds
parametreista (0:n alkioista) aivan niinkuin vaikkapa
normaalijakauman muoto muuttuu kun kovarianssimatriisi
muuttuu

@ Funktion yleinen muoto oletetaan siis tunnetuksi
(parametreja vaille) ja parametrivektorin 6 alkiot ovat
vakioita mutta tuntemattomia.

@ Miten estimaatit 0 sitten ratkaistaan?
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Suurimman uskottavuuden periaate

@ Suurimman uskottavuuden menetelméssa (maximum
likelihood) valitaan se parametrivektori 6
joka maksimoi datavektorijoukon yhteisen tiheysfunktion,
ns. uskottavuusfunktion L(8)

L(6) = p(X| 6) = p(x(1),x(2),...,x(n) [ ) (6)

@ Téassa X on siis koko datamatriisi ja x(1), ..., x(n) ovat sen
sarakkeet

@ Ajatus: valitaan sellaiset arvot parametreille, ettd havaittu
datajoukko on todenndkdisin mahdollinen

@ Huomaa ettd kun numeerinen datamatriisi X sijoitetaan
tahan funktioon, se ei olekaan enda x:n funktio vaan
ainoastaan 6:n. A!
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Suurimman uskottavuuden periaate (2)

@ Siten parametrit saadaan maksimoimalla (“derivaatan
nollakohta”)
=0 )
0=0
@ Yleensa aina ajatellaan etta datavektorit (X:n sarakkeet)
ovat riippumattomia, jolloin uskottavuusfunktio hajoaa
tuloksi:

L(6) =p(X | 6) = pr(ﬂe (8)

@ Useimmiten uskottavuusfunktiosta L(@) otetaan vield
logaritmi In L(@), koska silloin (a) laskenta muuttuu yleensa
helpommaksi (useimpien tiheysfunktioiden tulo muuttuu
summaksi) ja (b) seka L(€):n etta In L(€):n &ariarvo
(maksimi) on samassa pisteessa.

24 /61
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Suurimman uskottavuuden periaate

Esimerkki 1-ulotteiselle normaalijakaumalle

@ Esimerkki: otetaan 1-ulotteinen (skalaari)data, eli
datamatriisissa on vain skalaarilukuja x(1), ..., x(n).
Oletetaan ettd naytteet ovat riippumattomia toisistaan.

@ Oletetaan ettad ne ovat normaalijakautuneita, mutta emme
tieda niiden odotusarvoa i emmeka varianssia o2.
Lasketaan ndma suurimman uskottavuuden menetelmalla.

@ Uskottavuusfunktio “ensimmaiselle datapisteelle”:

pUx(1) | 1.0) = (2r0?) 12 exp |~ 5 L Ix(1) — ul?
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Suurimman uskottavuuden periaate (2)

Esimerkki 1-ulotteiselle normaalijakaumalle

@ Uskottavuusfunktio L(€) koko datasetille:

PX | j1,0%) = (2m0®) "2 exp [212 > _lx() - u]2] ©)
@ Otetaan logaritmi In L(0):

|np(xm,02):—§|n (27m0?) ~ 5 ZZ[X(_[ —u® (10)

26/61
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Suurimman uskottavuuden periaate (3)

Esimerkki 1-ulotteiselle normaalijakaumalle

@ Etsitdan aariarvo asettamalla derivaatta nollaksi ja
saadaan yhtal6 odotusarvolle

SoINP(X | o?) = 5 SoKG) -~ =0 (1)
j=1

@ Ratkaistaan tama p:n suhteen, saadaan otoksen keskiarvo

n

b= i = - 3" x() (12)
j=1

27/61
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Suurimman uskottavuuden periaate (4)

Esimerkki 1-ulotteiselle normaalijakaumalle

@ Vastaava yhtald varianssille o2 on

d oy
Wlnp(X],u,a)—O (13)

josta tulee ML-estimaattina otoksen varianssi
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Bayes-estimointi

@ Bayes-estimointi on periaatteeltaan erilainen kuin
ML-estimointi

@ Oletamme ettd tuntematon parametrijoukko (vektori) 0 ei
olekaan kiinte& vaan sillakin on jokin oma jakaumansa p(6)

@ Kun saadaan mittauksia / havaintoja, niiden avulla 8:n
jakauma tarkentuu (esim. sen varianssi pienenee).

@ Kaytanndssa Bayes-estimointi ei valttamatta ole
paljonkaan ML-menetelmaa raskaampi mutta antaa
parempia tuloksia

@ Muistetaan todennékdisyyslaskennasta ehdollisen
todennékdisyyden kaava: P(A|B) = P(A, B)/P(B) missa A
ja B ovat joitakin tapahtumia (ajattele vaikka nopanheittoa)
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Bayes-estimointi (2)

@ Tata voi hybdyntaa ajattelemalla datajoukkoa ja sitd mallia
(todennakéisyysjakauman parametreja) josta datajoukko
on tullut:

P(malli, data) = P(malli|data)P(data)

= P(data, malli) = P(data|malli)P(malli)

jossa vain on kirjoitettu datan ja mallin yhteisjakauma
kahdella eri tavalla

@ Mutta tasta seuraa ns. Bayesin kaava

P(data|malli)P(malli)
P(data)

P(malli|data) =




Estimointiteorian perusteita
000000

Bayes-estimointi (3)

@ Ajatus on ettd meilla on jokin kasitys mallin
todennakoisyydesta ennen kuin mitddn dataa on
olemassa: P(malli), ns. prioritodenndkdisyys

@ Kun dataa sitten saadaan, tdma tarkentuu
todennakdisyydeksi P(malli|data), ns.
posterioritodennédkdisyys

p(0]=)

p(6)

) 9

byre

Kuva: Bayesildinen laskenta: Priori p() ja posteriori p(¢|X), kun
havaittu dataa X. Posteriorista laskettu piste-estimaatti 6yap.
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Bayes-estimointi (4)

@ Bayesin kaava kertoo kuinka tdma tarkentuminen
lasketaan.

@ Jos meilla on taas datamatriisi X ja tuntematon
parametrivektori 8, niin Bayes antaa

porx) = 22100

@ (HUOM matemaattinen merkintatapa: kaikkia
todennakdisyysjakaumia (tiheysfunktioita) merkitaan vain
p:lla, ja argumentti kertoo mista p:stad on kysymys. Tama
on tietysti matemaattisesti vaarin mutta yleisesti kaytetty
tapa.)

32/61
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Bayes-estimointi (5)

@ Yo. kaavassa nahdaan etta priorijakauma kerrotaan
uskottavuusfunktiolla ja jaetaan datan jakaumalla, jotta
saataisiin posteriorijakauma.

@ Bayes-analyysissa “keksitdan” priorijakauma ja pyritdan
muodostamaan posteriorijakauma

@ Usein kuitenkin tyydytaan etsimaan posteriorin
maksimikohta 6:n suhteen: Maksimi-posteriori eli
MAP-estimointi

@ Talla on selked yhteys ML-estimointiin: nimittain Bayesin
kaava antaa

Inp(8]X) = In p(X|0) + In p(8) — In p(X)

33/61



Estimointiteorian perusteita
000000

Bayes-estimointi (6)

ja etsittdessd maksimikohtaa 6:n suhteen tulee
gradienttiyhtald

0 Inp(X|6) + 0 In p(@) =0 (16)
96
@ Huomataan ettd ML-menetelm&an verrattuna tulee
ylimaérainen termi o(In p(0)),/06.

@ Siitad on joskus suurta hyétya, kuten seuraavassa
kohdassa nahdaan.

34/61
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Regressiosovitus

@ Regressio eroaa tadhénastisista ohjaamattoman oppimisen
menetelmista (PCA, DSS, todennakdisyysjakaumien
estimointi) siind, ettd kuhunkin datavektoriin x(/) liittyy jokin
lahtésuure y (i), jonka arvellaan noudattavan mallia

y(i) = f(x(/), ) + (i)

@ Tassa f on jokin funktio, ns. regressiofunktio, ja ¢(/) on
virhe (y-akselin suunnassa)

@ Funktiolla f on tunnettu (tai oletettu) muoto mutta
tuntematon parametrivektori 6
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Regressiosovitus

ML-estimointi lineaarisessa regressiossa

@ Esimerkkina lineaarinen regressio:
d
y(i) =00+ _ (i) + €(i) = g + 07 X(i) + €(i)
j=1

@ Tunnettu tapa ratkaista parametrit & on pienimmaén
nelibsumman keino: minimoi @:n suhteen

LS i)~ fex(i. 0)P
i=1
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Regressiosovitus (2)

ML-estimointi lineaarisessa regressiossa

@ lise asiassa tdma on ML-estimaatti tietyll4 ehdolla: jos
regressiovirhe (/) (kaikille arvoille i) on riippumaton x(/):n
arvosta ja normaalijakautunut odotusarvolla 0 ja hajonnalla
o. (Hyvin luonnollinen oletus!)

@ Silloin ML-estimaatti parametrille # saadaan
uskottavuusfunktiosta (Y = (y(i)))

n

p(X, Y16) = p(X)p(Y|X,8) = p(X) | | p(y(1)X, )

i=1

jossa on vain kaytetty ehdollisen todennakdisyyden
kaavaa, huomattu ettd X ei riipu regressiomallin
parametreista ja oletettu eri mittapisteissé olevat y(/):t
riippumattomiksi (kuten ML-estimoinnissa yleensa
oletetaan)

37/61
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Regressiosovitus (3)

ML-estimointi lineaarisessa regressiossa

@ Otetaan logaritmi
Inp(X, Y|6) = In p(X +Zlnp iIX, )

@ Mutta jos X eli sen sarakkeet x(/) ovat kiinteit& niinkuin
ehdollisessa todennakdisyydessa ajatellaan, on y(i):n
jakauma sama kuin ¢(/):n mutta keskiarvo on siirtynyt
kohtaan f(x(/), 8) - siis normaalijakauma:

p(y(i)[X,8) = vakio x eXIO(—Zlg[J/(i) — f(x(i), 0)%)

38/61
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Regressiosovitus (4)

ML-estimointi lineaarisessa regressiossa

@ Vihdoin saadaan uskottavuusfunktion logaritmiksi:
Inp(X, Y|8) = In p(X)—— zn:[ (= F(x(i), )]2+nIn(vakio)
P(A, =inp 552 2 y ;

@ Maksimoinnissa (derivointi 6:n suhteen) 6:sta
riippumattomat termit katoavat

@ Taten maksimointi on tdsmalleen sama kuin pienimman
neliGssumman minimointi! (Koska p(X) on datamatriisin
jakauma eika riipu mistdén mallista)
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Regressiosovitus

Bayesin priorijakauman hyvaksikayttd lineaarisessa regressiossa

@ Mita Bayes voi antaa tdhan lisaa?

@ ML:ss& maksimoitiin p(X, Y|0). Bayes-estimoinnissa
maksimoidaan p(0|X, Y) « p(X, Y|@) - p(€), joka logaritmin
jalkeen on Inp(X, Y|6) + In p(0)

@ Eli maksimoitavassa funktiossa on priorijakaumasta tuleva
termi In p(@) ja maksimoitava funktio on

Z[y ), )] +In p(6)

e Ta&sta nékee, etté jos kohinan (i) varianssi o2 on hyvin
suuri, niin 1. termi on pieni ja 6:n priorijakauma maaraa
pitkalle sen arvon.
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Regressiosovitus (2)

Bayesin priorijakauman hyvaksikaytt6 lineaarisessa regressiossa

@ Painvastoin jos o2 on pieni, 1. termi dominoi ja
priorijakaumalla on hyvin védhan vaikutusta lopputulokseen

@ Tama tuntuu hyvin luonnolliselta ja hyédylliselta!

@ Esimerkiksi jos on syyté olettaa ettd kaikki parametrit ovat
(0,1)-normaalijakautuneita, on

K
p(6) = vakio x exp(—1/2) " 67),
k=1

K
In p(6) = In(vakio) — 1/2 " 0%,
k=1

ja prioritermin maksimointi johtaa pieniin arvoihin
parametreille.
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Regressiosovitus (3)

Bayesin priorijakauman hyvaksikaytt6 lineaarisessa regressiossa

@ Talloin regressiomalli yleensa kayttaytyy paremmin kuin
jos parametreilla on hyvin suuria arvoja.
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Esimerkki lineaarisesta regressiosta

@ Katsotaan esimerkkina lineaarista regressiota

@ Nyt oletetaan ettéd datasta tiedetdén seuraavaa: yhteys on
joko 1. asteen (lineaarinen) tai ehka toisen asteen
polynomi, joka kulkee hyvin luultavasti origon kautta. Mallin
virhe (mitattujen y(/)- arvojen poikkeama mallin antamista
arvoista) on normaalijakautunut hajonnalla o.

@ Malli on silloin
y(i) = a+ bx(i) + cx(i)? + €(i)

@ Kaytetdan Bayes-estimointia. Priorit valitaan
normaalijakautuneiksi siten etta a:n keskiarvo on 0 hajonta
on 0.1, b:n keskiarvo on 1 ja hajonta 0.5 ja c:n keskiarvo
on 0 ja hajonta 1. A
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Esimerkki lineaarisesta regressiosta (2)

@ Naiden tiheydet ovat siis
vakio x e=59% vakio x e2(b-1?  vakio x e=0°¢ ja
maksimoitava funktio on (kun vakiot tiputetaan pois)

202 > (i) —a—bx(i)—ex(i)?]?—50a° —2(b—1)?—0.5¢
@ Derivoimalla a:n suhteen ja ratkaisemalla saadaan

= ooz () bx(i) — ex(i)

ja vastaavat yhtalét b:lle ja c:lle, joista ne kaikki voidaan
ratkaista (lineaarinen yhtaléryhma kolmelle muuuttujalle).
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Esimerkki lineaarisesta regressiosta (3)

@ llman Bayesia yo. kaavasta putoaa kokonaan pois termi
10002, joten Bayes pakottaa a:n aina pienemp&an arvoon.
Ainoastaan kun mallin virhevarianssi 2 on hyvin pieni,
Bayesin vaikutus menee vahaiseksi (silloin data on hyvin
luotettavaa ja etukateistiedon merkitys véahenee).
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Esimerkki regressiosta: neuroverkko

@ Neuroverkko on oheisen kuvan esittdma laskentamalli,
joka laskee kohtalaisen monimutkaisen funktion
tulosuureistaan (inputeistaan)

Sybtekerros Piilokerros Vastekerros

Kuva: Monikerrosperseptroniverkko (MLP) yhdella ulostulolla.
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Esimerkki regressiosta: neuroverkko (2)

@ Malli koostuu “neuroneista” jotka laskevat funktioita
tulosuureistaan

@ Ensimmaisen kerroksen, ns. piilokerroksen neuronit
laskevat kukin funktion z; = f(x, w;) tulosuureista jotka ovat
syotteend olevan vektorin x alkiot

@ Funktio on epalineaarinen ja w; on i:nnen neuronin
parametrivektori (jossa alkioita yhta monta kuin x:ssd)

@ Toisen kerroksen neuroni laskee vain painotetun summan
piilokerroksen |&htésuureista zj: y = >, v;z;
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Esimerkki regressiosta: neuroverkko (3)

@ Toisessa kerroksessa voi olla myds useampia rinnakkaisia
neuroneita, jolloin verkko laskee regressiofunktion
vektoreista x vektoreihin y;

Kuva: Yleinen monikerrosperseptroniverkko (MLP).
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Esimerkki regressiosta: neuroverkko (4)

@ MLP-verkon sovelluksena vaikkapa numerontunnistus
10 output units

30 units

12 feature
detectors
(aby 4)

12 feature
detectors
(8by8)

16 by 16 input

Kuva: Esimerkki neuroverkon kaytosta kasinkirjoitettujen
merkkien tunnistamisessa. Neuroverkko oppii aineistosta kunkin
numeron ja antaa suurimman vasteen kyseiselle
ulostuloneuronille.
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Esimerkki regressiosta: neuroverkko (5)

@ Neuroverkoista on tullut tavattoman suosittuja hyvin
monilla aloilla, koska ne laskevat hyvin isoja
regressiomalleja, ovat osoittautuneet suhteellisen tarkoiksi
ja tehokkaiksi, ja parametrien laskemiseksi isoissakin
malleissa (satoja tai tuhansia neuroneita) on hyvin
tehokkaita koneoppimisalgoritmeja ja helppokayttdisia
ohjelmistopaketteja

@ Raportoituja sovelluksia on satoja ellei tuhansia

@ Enemman kurssissa T-61.5130 Machine Learning and
Neural Networks.
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Yhteenveto

Té&ssa luvussa
@ tutustuttiin tiheysfunktioihin

@ esiteltiin suurimman uskottavuuden menetelma
parametrien estimointiin

@ liitettiin etukateistieto (a priori) parametrien estimointiin
Bayesin teoreemaa kayttaen

@ laskettiin regressiota eri menetelmilla (ML, Bayes,
neuroverkko)




Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

Esimerkki yksinkertaisesta lineaarisesta regressiosta

1,00 = 0.64x + 247

5| 5| 5|
(]
4.5 4.5 4.5
L d
> 4 > 4 > 4

T =017x+282{ 35

°
3 3 ML(% =0.64x +0.91 3
25 25 25
2| 2| 2|
3 4 5 6 7 3 4 5 6 7 3 4 5 6 7

Kuva: Vasen kuva: datapisteité (x;, y;). Tavoite selittdd y x:n avulla
kayttamalla funktiota f(x, 8) = kx + b. Keskikuva: Kolme eri
parametrisovitusta 0y, 02, 03. Parametrit estimoidaan pienimman
nelidsumman kriteerin mukaisesti ja fy (x) = 0.64x + 0.91 antaa
parhaimman sovituksen. Oikea kuva: opittua funktiota f voidaan
kayttdd arvioimaan uudelle X,qy:lle “sopiva” Ynew-
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

Esimerkki yksinkertaisesta luokittelusta

BN w s o o N ® o

ok N w & 0 o N o o

Kuva: Vasemmalla 2-ulotteinen data-aineisto, jossa lisana
luokkainformaatio jokaisesta datapisteesta joko A (pallo) tai B (nelid).
Datasta on opittu luokittelija (luokkaraja). Oikealla luokittelijaa
kaytetdan antamaan "sopiva" luokka-arvo uudelle datapisteelle xpep .
Téssa esimerkissa luokittelija voi tuntua antavan "vdaran" tuloksen.
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

Esimerkki ryhmittelysta

) oéoé? J @? N
B o \ / —
7 OO OOO 7| B o O% RgmaB
o -
4 Ryhma C
| @] @OO ( o O \
? 690 \ o)
2| o 2
£ o S~ o2& 4 5

Kuva: Vasemmalla 2-ulotteista dataa ilman luokkainformaatiota.
Oikealla naytteet ryhmitelty kolmeen ryppaéseen, joita aletaan kutsua
ryhmiksi A, B, C.
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

Esimerkki 2-ulotteisesta normaalijakaumasta

w1 = 0, u2 = 0, symmetrinen diagonaalinen C, jossa liséksi o1 = o2

PXYIK, Z)

ov‘é‘,ﬁ‘ N
OGN
N
SIS
XGRS TN
'l:,;:,";‘o‘o‘o‘“\“‘: Sy
SIS

/
il
il

y X X

0.14

0.12

0.08

0.06

0.04

Kuva: Esimerkki 2-ulotteisesta normaalijakaumasta: p1 = 0, 2 = 0,

symmetrinen diagonaalinen C, jossa lisdksi o1 = o2 pu = [

c- B ?] Tassa esim. p([0 0]7) ~0.159 ja

p((1 —2]") ~0.0131.

0
0 E]
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

Esimerkki 2-ulotteisesta normaalijakaumasta

w1 = 0, up = 0, symmetrinen diagonaalinen C, jossa o1 # o>

—

=
—

—
=

)

P
g:‘:‘\\ Il
i

/
i

Kuva: Esimerkki 2-ulotteisesta normaalijakaumasta: p1 = 0, o = 0,

symmetrinen diagonaalinen C, jossa o1 # o2: p = m ,C= [8 001] :

Tassa esim. p([0 0]7) ~0.503jap([1 —0.3]")~0.195.




Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

Esimerkki 2-ulotteisesta normaalijakaumasta

w1 = 0, up = 0, symmetrinen ei-diagonaalinen C

% "““\\ o 0.25
; o o

=

X
S8
=
=

=

=

=
7

&
b
i
xo
~
w

y

Kuva: Esimerkki 2-ulotteisesta normaalijakaumasta: 1 = 0, pu2 = 0,

symmetrinen ei-diagonaalinen C: p = m ,C= [015 8451} . Tassa

esim. p([0 0]") ~0.411jap([1 1]")~0.108.
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

Data X ja siita eras tiheysfunktio p(x)

O (EBoL@D O OCO@O

150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200

Kuva: Vasemmalla 1-ulotteinen datamatriisi X, jossa 25 naytettd,
esimerkiksi ihmisten pituuksia (cm). Oikealla siihen sovitettu
tiheysfunktio p(x), joka talla kertaa normaalijakauma.
Normaalijakauman parametrit i ja & on estimoitu datasta.
Silmamaaraisesti i =~ 179 ja 6 ~ 9.




Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

Suurimman uskottavuuden menetelméa

Maximum likelihood method by Milton and Arnold

@ Obtain a random sample x(1), x(2),. .., x(n) from the
distribution of a random variable X with density p and
associated parameter 6

@ Define a likelihood function L(6) by

© Find the expression for § that maximizes the likelihood
function. This can be done directly or by maximizing In L(0)

© Replace 6 by 6 to obtain an expression for ML estimator for
0

©@ Find the observed value of this estimator for a given
sample

p. 233. Milton, Arnold: Introduction to probability and statistics. Third edition. McGraw-Hill, 1995.
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

ML:n perusajatus

“Valitaan todenn&kdisimmin datan generoinut jakauma”

0.08 0.08]
0.07] 0.07]
0.0 0.0
0.05

0.05 p=174,0=18

-0.01! -0.01! -0.01!

140 150 160 170 180 180 200 210 140 150 160 170 180 180 200 210 140 150 160 170 180 180 200 210

0.04 0.04

0.03 0.03
0.02 0.02
0.01] 0.01]

of of

Kuva: Annettuna datajoukko x(1),...,x(9) € R' palloina ja kolme
gaussista tiheysfunktiota eri parametriyhdistelmilla

0, ={n=169, 0 =7},60,={u =158, 0 =5} ja

03 = {1 = 174, 0 = 18}. Lasketaan uskottavuusfunktio

L(6) = p(x(1)]0) - p(x(2)]6) - ... - p(x(9)|0). Ensimméinen tuottaa
selvasti suurimman L(0):n arvon annetulla datasetilla:

L(61) =0.029-0.042-...-0.005 > L(63) > L(02). Valitaan siten

01 = {u =169, o = 7} (ndistd kolmesta vaihtoehdostal), koska 61 on
todennakdisimmin generoinut datan X.
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 5

Esimerkki lineaarisesta regressiosta ja ylioppimisesta

Polynomisovitus asteilla p=1 ja p=5 pieneen datamaaraén N=5

1 == =f(x):n asteluku = 1
f(x):n asteluku = 5

Kuva: Regressiosovitus y(i) = f(x(i), 0) + €(i). Tunnetaan viisi
havaintoa {x(/), y(i)}; (mustat pallot). Asteluvun p = 1
polynomifunktio f,—1(.) (sininen katkoviiva) sovittuu melko hyvin
(pienehkat virheet (y(i) — f(x(i),81))?). Sen sijaan polynomisovitus
fo—s5(.) asteluvulla p = 5 vie neliévirheen nollaan, mutta on ylioppinut
tunnettuun dataan ja siten huono uusille havainnoille (esim. Xpew).
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