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Datamatriisi

@ Palautetaan mieleen datamatriisi X:
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@ Usein matriisin sarakkeilla (vektoreilla x(t), t=1,...,n) ei
ole mitddn maarattya jarjestysta vaan ne ovat vain otos
jostakin perusjoukosta (esim. tietyn kokoisten
digitaalikuvien joukko).
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Datamatriisi (2)

@ Joskus vektoreilla x on kuitenkin selkeé ajallinen jarjestys;
ks. DSS-menetelma luvun lopussa.

@ Usein vaikeus on vektoreiden suuri dimensio (esim.
tekstidokumenttien sanahistogrammit: dimensio voi olla
50.000; digitaalinen kuva rivi riviltd skannattuna: dimensio
on rivit x sarakkeet)

@ Kuitenkin vektorialkioiden valilla on voimakkaita
riippuvuuksia (esim. kuvan vierekkaiset pisteet)
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Datamatriisi (3)
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Kuva: Matlabin “kameramies” ja yksityiskohta. Huomaa
luonnollisen kuvan rakenne: vierekkaisilla pikseleilld on yleensa
lahes sama arvo (tasainen pinta) eli ne korreloivat.

@ Nama riippuvuudet poistamalla paastaan alentamaan
dimensiota voimakkaasti.
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Datamatriisi (4)

@ Menetelmia: padkomponenttianalyysi, joka poistaa
korrelaatiot (2. kertaluvun tilastolliset riippuvuudet);
riippumattomien komponenttien analyysi, joka pyrkii
poistamaan kaikki riippuvuudet.
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Paakomponenttianalyysi (PCA)

@ Padkomponenttianalyysi (Principal Component Analysis,
PCA; eli Hotelling-muunnos eli Karhunen-Loéve
-muunnos) on klassinen tekniikka datan ja signaalien
analyysisssa

@ PCA poistaa korrelaatiot vektorialkioiden vélilld ja samalla
I6ytaa kierron vektoriavaruudessa siten ettd uusilla
(kierretyilld) koordinaateilla on maksimaalisen suuret
varianssit (energiat).

@ Tietyilld ehdoilla PCA 16ytaa tilastollisesti riippumattomat
komponentit (jos data normaalijakautunutta).

@ Katsotaan seuraavassa matemaattisesti miten tama
tehdaan.
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Paakomponenttianalyysi (PCA) (2)

@ Lahtdkohtana ovat datamatriisin sarakkeet: vektorit x joilla
on d alkiota. Datamatriisi siséltda otoksen x(1),...,x(n)
naita vektoreita.

@ Tyypillisesti x:n alkiot voivat siis olla piirrearvoja,
kuvapikseleiden harmaatasoja, histogrammiarvoja tms.
kuten edellisissa luvuissa on esitetty

@ Padkomponenttimuunnoksessa vektorit x
nollakeskiarvoistetaan ensin vahentadmalla keskiarvo:

X < X — E{x}
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Paakomponenttianalyysi (PCA) (3)

@ Tassa merkintad E{x} tarkoittaa keskiarvoa: kaytanndssa
se lasketaan seuraavasti:

n

E{x} = % > x(i)

i=1
@ Oletetaan seuraavassa etta tdma on tehty ja vektorit x ovat
siis nollakeskiarvoisia.

@ Sitten x muunnetaan lineaarimuunnoksella toiseksi
vektoriksi y jossa on m alkiota, m < d, niin etta
korrelaatioista johtuva redundanssi poistuu.

@ Samalla kertaa x:n uusille koordinaattiakseleille otettujen
projektioiden varianssit maksimoituvat
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Paakomponenttianalyysi (PCA) (4)

Kuva: Vektorijakauman (kuvattu ellipsilla) padakselit kahdessa
dimensiossa: e ja e». Keskiarvo on m. Ominaisarvot A1 ja Az
antavat varianssit padakselien suunnassa
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Paakomponenttianalyysi (PCA) (5)

@ Ensimmainen akseli e; kuvassa 2 (padkomponentin
suunta) vastaa suurinta varianssia, toinen on suurin
varianssi ensimmaista vasten kohtisuorassa suunnassa
jne.

@ Viimeisilla pd&dkomponenteilla on jo niin pieni varianssi,
ettd ne voidaan kokonaan jattaa pois. Tahan perustuu
vektoreiden tiivistdminen (dimension alentaminen).
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Paakomponenttianalyysi (PCA)

Matemaattinen johtaminen maksimivarianssikriteerilla

@ Matemaattisesti: ajatellaan lineaarikombinaatiota
d
-
= ZWka =W X
k=1

vektorin x alkioista x, ..., X, (projektiota suunnalle wy)

@ Summa y; on nimeltadn x:n ensimmaéinen
padkomponentti, jos y;:n varianssi E{y2} on
mahdollisimman suuri. Taas varianssi voidaan
kéytdnndssé laskea summana yli otoksen x(/). Vektori wy
on vastaava pddkomponenttivektori.

@ Jotta E{y2} ei kasvaisi aarettéman suureksi, taytyy

vektorin wy pituutta jotenkin rajoittaa. Katevin rajoite on
ettd sen normi on vakio, kdytanndssa 1
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Paakomponenttianalyysi (PCA) (2)

Matemaattinen johtaminen maksimivarianssikriteerilla

@ Siten PCA-kriteeri on seuraava: maksimoi

JPOAW1) = E{y?} = E{(Ww{x)?} = wE{xx"}w; = w{Cyxw;
misséa|wq| = 1

@ Matriisi Cx = E{xx”} on d x d ja nimeltdan x:n
kovarianssimatriisi

@ Se lasketaan kaytanndssa nolla-keskiarvoistetusta
datamatriisista X kaavalla Cx = 1XXT

@ Ratkaisu on

Wi = €4

missa e1 on Cx:n ominaisvektori vastaten suurinta
ominaisarvoa Aq.

@ Miksi?
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Paakomponenttianalyysi (PCA) (3)

Matemaattinen johtaminen maksimivarianssikriteerilla

@ Katsotaan taté harjoitustehtavand, mutta erds peruste on
seuraava: w1TCxw1 on vektoreiden w4 ja Cxwy sisatulo,
joka on samalla niiden pituuksien (euklidisten normien)
tulo kertaa niiden valisen kulman kosini. (Muista sisatulon
maaritelma!)

@ Sovittiin ettd ||wq|| = 1 joten jaa kulman kosini kertaa
|ICxw1||. Kosini maksimoituu kun kulma on nolla, mutta
silloin patee Cxwy = Awy missa ) on jokin skalaarivakio.

@ Tama on matriisin Cx ominaisarvoyhtéld jonka ratkaisuina
ovat sen d ominaisvektoria. Mika niista pitaa valita?

@ Silloin myds patee ||[Cxw1| = A joten A:n pitdisi olla
mahdollisimman suuri. Valitaan siis suurinta ominaisarvoa
vastaava ominaisvektori padkomponenttivektoriksi wy.
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Paakomponenttianalyysi (PCA) (4)

Matemaattinen johtaminen maksimivarianssikriteerilla

@ Maksimivarianssikriteeri
max E{yg} = E{(w{x)?}

voidaan yleistda m:lle padkomponentille kun lisataan
rajoitusehdot: joko

E{Ymyk} =0, k<m (1)
tai
w/w; = J;

@ Ratkaisuna on etta k:s padkomponentti on
Ye=elx, k=1,...,n
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Paakomponenttianalyysi (PCA)

Johtaminen pienimman neliésumman virheeseen (MSE) perustuen

@ Toinen tapa maéaritella PCA on vektoreiden x pienimmén
nelibsumman virhe (MSE) kun ne esitetdan
PCA-kehitelmédssé jossa on mukana m termia

@ Merkitaan joukkoa ortogonaalisia vektoreita wy, ... , Wy
@ MSE-kriteeri:

m

e = E{Ix = _(w/x)w;[?} 2)

i=1
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Paakomponenttianalyysi (PCA) (2)

Johtaminen pienimman neliésumman virheeseen (MSE) perustuen

@ On helppo nayttaa ettd voimme kirjoittaa

Inge = E{x|P} —ED (w/x)?} (3)
i=1

= trace(Cyx) — ZW CxWw; (4)

@ Voidaan osoittaa etta kriteerin (4) minimi
ortogonaalisuusehdon vallitessa on m:n ensimmaisen
ominaisvektorin eq, ..., en muodostama kanta

@ PCA-kehitelma tietylle vektorille x on silloin
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Paakomponenttianalyysi (PCA) (3)

Johtaminen pienimman neliésumman virheeseen (MSE) perustuen

@ Pienimman MSE-virheen arvo on silloin

Jpse = Z A (6)
i=m+1

@ Taméa on niiden pienimpien ominaisarvojen summa, jotka
vastaavat poisjatettyja ominaisvektoreita €. 1,...,€p

@ Tastd voi myOs laskea kuinka monta padkomponenttia
taytyy ottaa mukaan kehitelméan (5) jotta paastaan
haluttuun kompressioon.
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Esimerkki: ominaiskasvot

@ Eras suosittu padkomponenttianalyysin (PCA) sovellus on
ns. ominaiskasvot (eigenfaces)

@ Siina kerataan joukko kasvokuvia, yleensa normeerattuja
niin ettd kasvonpiirteet ovat suunnilleen samassa paikassa
kuva-alueessa

@ Kuvat skannataan vektoreiksi vaakariveittain
@ Nama vektorit ovat nyt datamatriisin X sarakkeita.

@ Lasketaan ominaisvektorit, jotka voidaan visualisoida
ominaiskasvoina
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Esimerkki: ominaiskasvot (2)

Kuva: Ominaiskasvoja

@ Naita voi kayttaa kuvien tunnistamiseen projisoimalla kuvat
mataladimensoiseen (2- tai 3-dim.)
paakomponenttiavaruuteen; saman henkilén eri kuvat
osuvat sielld l1ahekkain.
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Esimerkki: ominaiskasvot (3)

@ Tiivistettya esitysta voi hyédyntaa myds datan
pakkaamisessa
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Esimerkki: kasinkirjoitetut merkit

@ Seuraava esimerkki nayttda, kuinka datan rekonstruktio
paranee kun yha enemman paakomponentteja otetaan
mukaan kehitelmaan (5)

@ Vasemmanpuoleisessa sarakkeessa on kasinkirjoitettuja
numeroita digitoituna 32 x 32 kuvamatriisiin

@ Seuraavassa sarakkeessa on niiden keskiarvovektori, joka
siis vdhennetadn ennen PCA-analyysia

@ Vektorien x dimensio on siis 1024

@ Kuva nayttada rekonstruktion PCA:lla kun 1, 2, 5, 16, 32, ja
64 paakomponettia on mukana kehitelmassa.
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Esimerkki: kasinkirjoitetut merkit (2)
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Kuva: Kasinkirjoitettuja merkkeja. Vas e
keskiarvo, rekonstruktiot kayttaen 1,
paakomponenttia.
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Esimerkki: ilmastodata

@ Otetaan toinen esimerkki: iimastodatan ns. kokeelliset
ortogonaalifunktiot (Experimental Orthogonal Functions,
EOF)

@ llmastodata (sdadata) tarkoittaa sdannéllisin valein
(tunneittain, péivittéin jne.) mitattuja lampétiloja,
ilmanpaineita, sademaaria jne. usealla paikkakunnalla

@ Amerikkalainen jarjestd NCAR (National Center for
Atmospheric Research, Kansallinen iimakehéatutkimuksen
keskus) julkaisee Webissa tallaisia mittaustietoja pitkalta
ajanjaksolta ja koko maapallon peittavalta mittaushilalta
(jossa puuttuvat arvot esim. keskella valtameria on
kaytannossa laskettu tietyilla kaavoilla).
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Esimerkki: ilmastodata (2)

@ Me kaytimme heidan dataansa jossa ajanjakso on
1948-2004, mittaukset paivittaisia, ja hila 2.5 asteen valein
maapallon pinnalla

@ Naista voi tehda datamatriisin X jossa vaakadimensio on
aika (56 x 365 paivaa = 20.440 paivad) ja pystydimensio
on paikka (73 x 144 = 10.512 mittauspistettd). Matriisin
koko siis 10.512 x 20.440.

@ Sadtieteilijat haluaisivat hajottaa (keskiarvoistetun)
datamatriisin summaksi

m
X=E{X}+> wy/
i=1

jossa sarakevektoreilla w; on paikkadimensio ja
rivivektoreilla y; on aikadimensio
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Esimerkki: ilmastodata (3)

@ Taman voi katevasti tehda PCA:lla: huomaa etta
PCA-kehitelma kaavasta (5) antaa koko datamatriisille

X - E{X} = i eie/ (X — E{X})

i=1

ja tasséa sarakevektoreilla e; on paikkadimensio,
rivivektoreilla e/ (X — E{X}) on aikadimensio.

@ Ominaisvektoreita e;, kun ne kuvataan graafisesti
karttapinnalla, sanotaan kokeellisiksi ortogonaalifunktioiksi
(EOF).

@ Oheinen kuva nayttda 3 ensimmaisté funktiota ja vastaavat
aikakayrat ilmanpainedatalle. (Ne on laskettu vain ajalle
1957-2000).
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Esimerkki: ilmastodata

DSS-menetelma: halutunlaisten aikakomponenttien etsiminen

@ (DSS = denoising source separation)

@ Selostetaan seuraavassa lyhyesti kuinka yo. menetelmaa
voi parantaa jos tiedetddn minkalaisia aikakomponentteja
halutaan

@ Useat saailmidt ovat jaksollisia, esim. vuoden, 2 vuoden
jne. jaksoja

@ Tama voidaan ottaa huomioon yhdistamalla PCA ja
aikasuodatus

@ Tehd&an ensin sdamittausmatriisille X
paadkomponenttianalyysi kuten edelld selostetaan
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Esimerkki: ilmastodata (2)

DSS-menetelma: halutunlaisten aikakomponenttien etsiminen

@ Skaalataan sitten aikakayrat e/ (X — E{X}) niin, ett& niiden
varianssi (keskimaarainen energia) on yksi; kaytannéssa
skaalaustekija on 1/4/n); missé )\; on ominaisvektoria e;
vastaava ominaisarvo

@ Nimittain
E{e] (X — E{X})(X — E{X})"e;} = ne]Ce; = n\;

@ Suodatetaan nyt skaalatut aikakayrat taajuussuotimella
jolla on haluttu taajuusominaisuus ja tehdaén viela toisen
kerran padkomponenttianalyysi

@ Ensimmainen padkomponentti vastaa kayraa jolla
suodatettuna on suurin varianssi (energia), ja jossa siis on
eniten haluttuja taajuuksia.
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Esimerkki: iimastodata (3)

DSS-menetelma: halutunlaisten aikakomponenttien etsiminen

@ Nain I6ytyy hyvin El Nifio -ilmi®; ks. kuvat.
@ limastodatasta saadaan nain paljastettua uutta tietoa

@ Tama saattaa olla uusi aluevaltaus ilmastomittausten
analyysissa

@ Ensimmainen julkaisu (llin, Valpola, Oja) kesalla 2005
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Yhteenveto

Tassé luvussa

@ esiteltiin padkomponenttianalyysimenetelma (PCA) datan
dekorrelointiin ja koordinaatiston kiertoon
maksimivarianssin suuntaan

@ johdettiin ensimmaisen pd&dkomponenttivektorin suunta

@ kaytettiin PCA:ta lukuisissa tapauksissa mm.
ominaiskasvojen (eigenfaces) tapauksessa
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Ominaiskasvoja

Palautetut Kuvat m=12 [ = 92, (19%19)]

Kuva: T2-harjoitusten datasetti: 92 kasvokuvaa resoluutiolla

19 x 19 = 361. Vasemmalla alkuperaiset kuvat. Keskella
ominaisvektorit eli ominaiskasvot. Oikealla palautetut kasvokuvat 12
ominaiskasvon perusteella. Alkuperdisessé datassa siis 92 x 361
lukuarvoa, kun taas pakkausta ja purkua varten tarvitaan 12
ominaiskasvoa ja 12D-projektiopisteet 12 x (361 + 92).
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Kasvokuvien projektio 2D-tasolle
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Kuva: T2-harjoituksen esimerkki: (a) 92 alkuperéista kasvokuvaa ja
(b) niiden 2D-projektiot. Samasta henkilésta otettujen valokuvien
2D-projektiopisteet ovat l1&hell4 toisiaan.
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Liite: Kuvia esitykseen, luku 4

PCA - koordinaattiakselien kierto

Arsi Harjun 3D-kuula ja geometrinen tulkinta

A Harn

Kuva: Ylarivi: Arsi Harjun gaussinen kuula eri kulmista katsottuna.
Alhaalla kuula PCA:n jalkeen. Ominaisarvot Aq, A2, A3 melko
samansuuruiset: yhta satunnaista kaikissa suunnissa.
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PCA - koordinaattiakselien kierto

Frantz Krugerin 2D-kiekko ja geometrinen tulkinta

‘‘‘‘‘‘‘‘

Fran Kvgern ko

Kuva: Ylarivi: Frantz Krugerin gaussinen kiekko eri kulmista
katsottuna. Alhaalla kiekko PCA:n jalkeen. PCAS3:n suuntaan
ominaisarvo A3 lahella nollaa.
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PCA - koordinaattiakselien kierto

Tero Pitkaméaen 1D-keihds ja geometrinen tulkinta
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Kuva: Ylarivi: Tero Pitkhmé&en gaussinen keih&s. Alhaalla keihas
PCA:n jalkeen PCA1:n suuntaisesti, jolloin vain ominaisarvo Ay on
merkittdva. Dimension pudotus 3D — 1D.
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