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Sisalto

Simplex-algoritmi
o Lahtokohdat

o Miten ongelmasta muodostetaan ns. Simplex-
taulukko

o Miten haetaan kaypa aloitusratkaisu
o Mita pivotointi on ja miten se toimii
Artificial variable eli Two-phase metodi

o Menetelma, jossa jo aloitusratkaisun etsimisessa
kaytetaan Simplexia



Simplexin lahtokohta (1/2)

Standardimuotoinen LP:

min z=c'x, s.e. Ax=b, x20

a A on mxn —kokoinen matriisi, oletus m<=n,
rank(A)=m

o Merkitaan: A = [Ag A, Jossa
Ag on A:n kanta, eli A:n lineaarisesti

rippumattomat sarakkeet (m kpl)
Ay on A:n muut sarakkeet



Simplexin lahtokohta (2/2)

Kantaratkaisu (bs): x=Az'b
Kaypa kantaratkaisu (bfs): x,=Ag"'b, Xx,=0

LP:ta vastaa polytooppi (kaypa alue), jonka
kulmapisteissa on kayvat kantaratkaisut

Optimiratkaisu on joku kayvista
kantaratkaisuista

Tarvitaan aarellinen maara askelia
optimiratkaisun loytamiseksi



Taulukon muodostaminen

Min z=cTx, s.e. Ax=b, x20 < ns. Simplex-taulukko

Esimerkki
—_ ratkaisu x1 x2 x3 x4 x5

0 A4 |1 |1 |1 |4

3=5X+X,+X;+X,

1
3 5 1 1 1 0
4=2X,+3X,+X;+X; 4

a0 Huom. Kustannusfunktio muotoon -z=-X;-X5-X3-X,-Xx



Kaypa aloitusratkaisu

Jos alussa Ax<Db, niin slack-muuttujat muodostavat

kayvan aloitusratkaisun (bfs)

o Ax2b -> ylijaamamuuttujat

Muuten kaypa aloitusratkaisu saadaan esim.

Gaussin eliminoinnin avulla

o Kantasarakkeet muodostavat identiteettimatriisin, lisaksi
kantasarakkeiden kustannusfunktion kerroin on nolla

Gaussin eliminointi ei toimi aina, koska saatu

ratkaisu ei valttamatta ole kaypa, talloin kaytetaan

Two-phase metodia



Aloitusratkaisu slack-muuttujista

EsimerkKki:
Zz = 5x4 + 4x, Zz = 5x4 + 4X,
6Xx,+ 4x, < 24 6Xx, + 4X, +s,=24
X, + 2X, < 6 <~ X, +2X, +S,=6
X, < 2 X, +S53=2
° Kannan muodostavat ratkaisu x1 X2 s1 s2 s3
S,,S-,,S 0 5 |4 (0 |0 |0
1192593
» Bfs: 5,=24, 5,6, 5,=2 | % 6 |4 |1 10 |0
(x,=0, x,=0 => z=0) 6 1 ]2 |0 1 |o
2 o (1 |o |o |1




Aloitusratkaisu Gaussin eliminoinnilla

Gaussin eliminointi: ratkaisu |x1 |x2 |x3 |xa |x5
suoritetaan perus 0 1 1 11 11 |4
rivioperaatioita, kunnes 1 3 |2 (1 |o o
kantasarakkeet 3 5 (1 |1 |1 o
muodostaa 4 2 |5 [1 |o |1
iIdentiteettimatriisin
o Esimerkki: ratkaisu | x1 X2 x3 | x4 |x5
vahennetaan rivi 1 rivista 2 | 3 |3 |lo lo |o
ja rivista 3 ja sitten 1 3 2 1 lo o
véh_ennet.é_éin"saadut rivit X s 11 lo 11 lo
1,2 ja 3 rivista O
3 -1 3 0 0 1




Pivotointi (periaate)

Kayvasta kantaratkaisusta bfs x, saadaan uusi bfs
X'o pivotoinnilla
o Pystytaan likkumaan kayvan alueen karkipisteista toiseen

Kanta siis muuttuu

0 Kant_aan tule_\_/a_lla muuttu_jalla on z-rivilla itseisarvoltaan
suurin negatiivinen kerroin

o Kannasta lahtevalla muuttujalla on pienin positiivinen
ratkaisun ja tulevan muuttujan arvon suhde (ko. muuttujan
rivilla)

o Kantaan tulevan rivin ja kannasta lahtevan sarakkeen
risteymassa on pivot-alkio

Kun jokaisen muuttujan kerroin -z-rivilla on |

positiivinen, eli 20, saatu ratkaisu on optimiratkaisu



Pivotointi - Selitys kaavollla (1/2)

Kaypa kantaratkaisu on muotoa:
Xo=Ag b, X;20 => Sumy_,, m(XioAg))=b
Mika tahansa kantaan kuulumaton sarake voidaan
esittaa kantasarakkeiden lineaarikombinaationa:
Ango=SUMi_y 6 m(XiAg))
Kertomalla alempi yhtalo skalaarilla Q>0 ja
vahentamalla se ylemmasta, saadaan:
SUM;_q 5 m(Xio~ QX )Ag 1T QAN =D
Qo=MIiN; 0 that xiks0(Xio/Xik)» Silla X;p-Qx; >0



Pivotointi - Selitys kaavollla (2/2)

Saatiin siis:  Qu=mMIN; ¢ ,op that xio0(Xio Xik) = Xmo/Xix
(Q, on pienin positiivinen ratkaisun ja kantaan

tulevan muuttujan (k) arvon suhde, m on vastaavan
rivin indeksi)

Uusi bfs: X'ig = Xig~QpX;  kunil=m
= QO Kuni=m
Uusi kanta: Ag.;, = Ag kuni!=m

= AB(k) kuni=m



Pivotointi (esimerkki)

Bfs alussa : (z=06)
X3=1, X,=2, X5=3
Kantaan tuleva: x,
Kannasta lahteva: x,

Q,=1/2, m=1
Uusi pivot rivi = (nykyinen
pivot rivi) / (pivot alkio)

Uusi muu rivi = (nykyinen
rivi) — (rivin pivot
sarakkeen alkio)* (uusi
pivot rivi)

Uusi bfs: (z=9/2)

X,=1/2, X,=5/2, Xs=3 /2

ratkaisu | x1 x2 x3 (x4 |x5
-Z -6 -3 -3 0 0 0
x3 1 3 2 1 0 0
x4 2 2 -1 0 1 0
x5 3 -1 3 0 0 1
ratkaisu | x1 x2 | x3 x4 | x5
-Z -9/2 3/2 0 3/2 0 0
x2 1/2 3/2 1 1/2 0 0
x4 5/2 712 0 1/2 1 0
x5 3/2 -11/2 0 -3/2 0 1




1.

2.

Two-phase metodi (periaate)

Lineaarisen optimointitehtavan
ratkaiseminen

Tapauksiin, joissa aloitusratkaisu el ole
kaypa (joku b:n arvo on negatiivinen)

Vaiheet:

Haetaan kaypa aloitusratkaisu keinotekoisten
muuttujien ja Simplex-algoritmin avulla

Ratkaistaan alkuperainen ongelma Simplexilla
kayttaen saatua aloitusratkaisua



Two-phase metodi (1/3)

1. vaihe: aloitusratkaisun bfs etsiminen

Tarvittaessa kerrotaan alkuperaisia yhtaloita -1:lla,
etta kaikki ratkaisu-sarakkeen arvot b,20

Lisataan keinotekoiset muuttujat (artificial variables)
x220 Simplex-taulukon vasemmalle: z-rivin arvot
nollia, muut identiteettimatriisina

Saadaan bfs: x2 =b, 20 X2, .. XA (X, .. X,
z 0 0
1 0
b A
0 1




Two-phase metodi (2/3)

Minimoidaan kustannusfunktiota P= Sum_, ., ,(x%)
Simplex-algoritmilla
Jos P:n minimoinnista seurasi:

1. Saatiin optimiratkaisu ja P>0: bfs:aa alkuperaiseen
ongelmaan ei loydy => lopetetaan (jotta bfs loytyisi,
taytyy min P, eli keinotekoisten muuttujien summan
minimi olla nolla)

2. P meni nollaan ja yksikaan x& ei kuulu kantaan:
ratkaisu on alkuperaisen ongelman bfs => jatketaan
2.vaiheeseen

3. P meni nollaan, mutta osa x&;:sta kuuluu kantaan
nolla tasolla: a basic degenerate “feasible solution”



Two-phase metodi (3/3)

1.vaihe, tapaus 3 (jatkuu)

o Ajatellaan, etta saadun kannan i:s sarake on
vastaavan keinotekoisen muuttujan x2, sarake ja x;;=0

o Ajetaan keinotekoinen muuttuja x2 pois kannasta
“pivotoimalla”® mita tahansa alkiota x;, != 0 (koska
Q,=0, kustannus P ei muutu)

o Toistetaan kunnes saadaan kaypa kanta, jossa on
alkuperaiset muuttujat => jatketaan 2.vaiheeseen

2. vaihe: ratkaistaan alkuperainen ongelma Simplex-
algoritmilla, kayttaen saatua aloitusratkaisua



Yhteenveto

Optimiratkaisua etsitaan kayvan alueen
kulmapisteista, eli bfs:eista

Aloitusratkaisu bfs saadaan slack-muuttujista,
Gaussin eliminoinnilla tai Two-phase
metodilla

Pivotoinnin avulla voidaan siirtya yhdesta
bfs:sta toiseen, kunnes optimiratkaisu loytyy



Kysymyksia”?




