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JOHDANTO

Paritus tai sovitus (matching) on verkon viivojen
joukko, jossa kaksi viivaa ei voi liittya yhteen
solmuun

Ongelmalla monia kaytannon sovelluksia

Tassa kaydaan lapi painottoman kaksijakoisen
verkon sovitus

Hieman vaativamman ongelman muodostaa

painotetun verkon sovitus (weighted bipartite
matching)



JOHDANTO

Lahtokohtana sovitusongelmassa on graafi G

G =(V.E)
V solmujen (nodes, vertices) joukko
E viivojen (edges) joukko




KAKSIJAKOINEN GRAAFI

Olkoon graafi B = (W,E), jossa joukkoW sisaltaa
ograafin solmut ja F viivat

Oletetaan lisdksi ettda Won jaettu kahteen
osajoukkoon, Vja U, ja jokaisella joukon £
viivalla on toinen solmu joukossa U ja toinen
joukossa V

Talloin graafi B=(W,E)=(V,U,E) on kaksijakoinen
(bipartite graph)



KAKSIJAKOINEN GRAAFI

Graafl on kaksijakoinen jos ja vain jos se el
sisdlla parittoman pituisia kierroksia



SOVITUKSEN PERUSKASITTEET

Sovitus M:

Viivojen joukko, jossa kaksi viivaa ei1 liity samaan
solmuun
Joukkoon M kuuluvia viivoja kutsutaan sovitetuiksi
vitvoikst (matching edges)
Muut verkon viivat ovat vapaita (free)
Jos solmu e1 kuulu mihinkaan sovitettuun viivaan, on se
sovittamaton (exposed)
Sovituksen koko | M| on sovitteessa M olevien
viivojen lukumaara

Jos sovitteen M kokoa el voida kasvattaa graafissa G,
on se maksimisovitus.



SOVITUKSEN PERUSKASITTEET
Esimerkka:

V3 Ve Vg

Viivat M: {[02503.]7[04705]7[06508]7[075010]}
muodostavat sovitteen

Muut viivat ovat vapaita
Solmut v, ja vy ovat sovittamattomia



SOVITUSONGELMA

Sovitusongelma:
Loyda maksimisovitus graafissa G = (E,V)
Esim: Assignment Problem

n miesta ja n tyotehtavaa. Miten jakaa tyotehtavat
miehille, kun kaikki miehet eivat vol tehda kaikkia

tyotehtavia?
o Muodostetaan ongelmasta ﬂ o

o Tehtava 1
kaksijakoinen graafi \v
Tyantakija 1

o Ratkaisu saadan graafin

maksimisovituksesta A
o 'o Tehtédva 2

Tyontekija 2 |
ﬁ o o Tehtdvd n

Tyantekijs n



LISAYSPOLKU

Verkon G polku p = [uq,uU,,..,u;] on vuorotteleva
(alternating path), jos

Ensimmainen polun alkio on sovittamaton

Joka toinen viiva on vapaa ja joka toinen sovitettu

Jos myos vaihtelevan polun p viimeinen alkio on
sovittamaton, p on lisdyspolku (augmented path)
Tamé on tarkea kasite, jota sovelletaan

kaksijakoisen graafin sovitusongelman
ratkaisemiseen



LISAYSPOLKU

Esimerkiksi polku p, = [v4,0,,03,U%,0,,05] ON
vuorotteleva polku

Polku p, = [v4,0,,U5,V4,V5,Ug] On lisdksl myos
lisayspolku



SOVITTEEN KASVATTAMINEN

Sovitteen kokoa voidaan kasvattaa lisayspolun
avulla

Lemma 1:

Olkoon M verkon sovitus ja P lisayspolun p kaaret.
TalloinM'=M ® P = XOR(M, P) on sovite kooltaan |M |+1

Todistuksen 1dea:
Naytetaan ensin, etta M = XOR(M,P) on sovite
Naytetaan ettd, uuden sovitteen koko on | M| +1

Toteutuu, jos joukossa P on joukkoon M kuulumattomia
vilvoja



SOVITTEEN KASVATTAMINEN

Teoreema 1:

Verkon G sovite M on maksimaalinen jos ja vain jos
verkossa G et ole lisdyspolkua

o Heuristinen perustelu:

Jos verkolla on maksimaalinen sovitus, joukossaV tai
joukossa U kaikki solmut ovat sovitettuja. Talloin
verkossa el ole myoskaan lisayspolkua.



BIPARTITE MATCHING-ALGORITMI

Bipartite matching-algoritmi nojaa voimakkaasti
Lemmaan 1 ja teoreemaan 1

Algoritmin idea yksinkertaisesti:
Etsi jokin lisayspolku P
Muodosta M=M &® P

WVIENEe taKdlsill KOiltaadll 1. jJa t0lsta KUIlnes ve

el loydy enaa lisdyspolkua



BIPARTITE MATCHING-ALGORITMI

Oletataan esimerkiksi, ettd meilla on kuvan a)
sovite M = [(vg,Us),(V1,Uq)]

Talloin laajennuspolkua voidaan etsid lahtemalla
liikkeelle sovittamattomasta solmusta v,

Tama voidaan tehda bfs-hakuna, kunnes loydetaan toinen
sovittamaton solmu v, (kuva b)

Saadaan laajennuspolun viivat
P = [(vy,u5),(uy,V3),(vs,u3)]




BIPARTITE MATCHING-ALGORITMI

Nyt M'= M®P=

[(Vs,U5),(V1,U1)] ® [(Vg,Us), (U3, Us), (U, Us)| =
[(U1,61),(Vg, ), (Vs,Us)]

Kuvan verkolle tama on myos maksimisovitus



KAKSIJAKOISEN VERKON SOVITUS JA
MAKSIMIVUO

Kaksijakoisen verkon sovitusongelma voidaan
muuttaa max-flow-ongelmaksi

Olkoon B = (V,U,E) kaksijakoinen verkko.
Maaritellaan verkon B avulla seuraava flow-
verkko N(s,t,W,A), jossa kunkin kaaren
kapasiteetti on yksi

Kaari lahteesta (source) s jokaiseen joukon V
alkioon

Kaari jokaisesta joukon U alkosta nieluun (sink) ¢

Korvataan verkon B viivat joukosta V joukkoon U
suuntautuvilla kaarilla



KAKSIJAKOISEN VERKON SOVITUS JA
MAKSIMIVUO

Teoreema 2

Kaksijakoisen verkon maksimisovitus on yhtd
suurt kuin verkon N(B) s-t-maksimivuo

Kaksijakoisen verkon sovitus voidaan ratkaista max-
flow-ongelman menetelmilla

X L




KAKSIJAKOISEN VERKON SOVITUS JA
MAKSIMIVUO

Perustelu maksimivuolle:

o Jokaisesta joukon V solmusta lahtevan kaaren vuo on yksi

o Jos solmuun tulee kaksi kaarta ja toisen kaaren vuo 1, niin
toisen kaaren vuon taytyy olla 0, koska muuten vuon
saillyminen rikkoutuu
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YHTEENVETO

Verkon sovitusongelma voidaan ratkaista
lisayspolkujen avulla

Talloin maksimisovitus loytyy kasvattamalla
sovituksen kokoa iteratiivisesti lisayspoluilla

Analogia muiden LP-ongelmien iteratiivisten
ratkaisumenetelmien kanssa

Sovitusongelma voidaan muuttaa max-flow-
tehtavaksi

Talloin maksimisovitus voidaan ratkaista max-flow-
menetelmien avulla



