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T-61.140 Tehtévia

Vastauksia tehtéviin sivulta 19.

. Esité kaava asteiden muuttamiseksi radiaaneiksi ja pdinvastoin.
. Piirré yksikk6ympyré.

a) Merkitse pisteet A = (0,0), B = (—0.5,0) ja C' = (=0.5, —/3/2). Mitki ovat timin
suorakulmaisen kolmion ABC kulmien arvot?

b) Mitké kaksi kulmaa vililld —7 ... 7 toteuttavat sin(w) = —0.5?

3. Osoita

b) (214 22) =2 + 25

Kompleksilukujen kertausta (esimerkiksi s. 71 / Oppenheim).

Térked Eulerin kaava ¢/ = cos(w) + j sin(w).

Kompleksiluku z voidaan esittii suorakulmaisessa koordinaatistossa z = z + jy (imagi-
naariyksikko i tai j) tai polaarikoordinaatistossa z = r e/’. Luvun z kompleksikonjugaatti
on z* =z — jy =re 7’ ja moduli (pituus origosta) |2| = r = /a2 + y2.

. Funktio voidaan jakaa p'nilliqeen (Even) ja parittomaan (Odd) osaan:
Even{x(t)} = 1/2[x(t) + x(—t)] ja Odd{x(t)} = 1/2[x(t) — x(—t)].
Olkoon H(w) = ¢/*. Laske:
a) Even{H (w)}
b) Odd{H (w)}
. Tutkitaan kompleksilukuarvoista funktiota H(w) = 1—e 9%, (Téma osoittautuu myshem-

min tyypilliseksi diskreettiaikaiseksi suotimeksi.) Laske arvot H (w), |H ()] ja ZH (w), kun
w={0, n/4, 7/2, 3r/4, ©}.

Maéritelldén yksikkdimpulssifunktio d[n| ja yksikkoaskelfunktio u[n] (joskus p[n]):

8] = 1, kisnn=0
0, kunn #0

1, kunn >0
uln] =
0, kunn <0

6. Piirréd seuraavat signaalit ja sekvenssit origon (¢ = 0 tai n = 0) ympérilld.
) z2(t) = 2 cos(2mt — 7/2)
) = sin(0.17n)
2) 24[n] = 6[n — 1]+ d[n] + 28[n+ 1]
) 1] = 6[—1] + 6[0] + 20[1]
e) zg[n] = uln] —uln —14]

) @z[n] = 242 — n)
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Jatkuva-aikaisen (analogisen) signaalin jaksollisuus: 37 € R s. e. z(t) = z(t+T),Vt € R.
Eksponentti-, sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia 2m:n suhteen. tuksen z(t + T)
jilkeen on siis tarkoitus 16ytéd sellainen arvo T:lle, ettd kulmaan lisitdén aina vain 2m-
monikertoja (katso tehtévii alla).

Jos signaalissa z(t) on useita sinikomponentteja, niin lasketaan ensin kaikkien jaksonajat
T; yksitellen ja etsitééin pienin yhteinen jaksonaika Tp, johon kaikki 7j:t meneviit tasan.
Perusjakso on pienin mahdollinen Tj; signaali on toki jaksollinen myos 7j:m monikertojen
suhteen.

Perustaajuus on fy, jonka avulla kaikki muut signaalin taajuudet voidaan esittdd sen
harmonisina monikertoina. (Téhén palataan Fourier-sarjan yhteydessi.)

. Mitké seuraavista jatkuva-aikaisista signaaleista ovat jaksollisia? Marité jaksollisten sig-
naalien perusjakson pituus.

a) a(t) = 3cos(32t)
b) a(t) = el
)

¢) a(t) = cos(Ft?)

Diskreettiaikaisen (tai digitaalisen) signaalin eli sekvenssin (lukujonon) jaksollisuus:
AN € Zs. e. z[n] = z[n+ N|,Vn € Z.

N tulevat olla kokonaislukuja.

Tamé& poikkeaa jaksollisen signaalin tarkastelusta vain siind, etté indeksi n ja jaksonaika

. Mitké seuraavista sckvensseistd ovat jaksollisia? Méérita jaksollisten sekvenssien perus-
jakson pituus.
a) x[n] =3 cos(3n)
b) x[n] = cos(% — )
¢) a[n] = cos(§n) — 2sin(gn + )
9. Tarkastellaan kolmea jérjestelmdd Sy, Sy ja S, joiden sydte-vasterelaatiot ovat:
51 : y[n] = 1‘[71] +2x[n — 2]
y[n] = z[n] — 3z[n — 1] — 2z[n — 2]

S z[n/2], n parillinen
syl 0, n pariton

x[nl y[nl

Kuva 1: Tehtéviit 9: Sydte z[n], vaste y[n] ja diskreettiaikainen jérjestelmé S (h[n]).
a) Olkoon sydtteend lukujono z[n] = 36[n] + 26[n — 1] — 26[n — 2] = {3, 2, —2}. Anna
kunkin jirjestelmén ulostulojono.
Ste-vasterelaatio sarjaankytkennille S ja S
Ste-vasterelaatio rinnankytkennélle S; ja Sy

) Esitd sydte-vasterelaatio jérjestelmille, jossa ensin on Sj, siihen sarjaankytkettyni
Sim ja Spm rinnankytkentd, jonka jilkeen sarjassa invertoitu Ss. Miksi lopputulos
ei ole sama kuin kohdassa ¢?
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Jarjestelmilld voi olla erilaisia ominaisuuksia, joiden avulla niitd voidaan luokitella. Télld
kurssilla tirkeimpid jirjestelmid ovat LTI-jérjestelmit (linear and time-invariant), jotka
ovat siis lineaarisia ja aikainvariantteja. LTI-jérjestelmien kausaalisuutta ja stabiilisuutta
voi helposti tutkia myds impulssivasteen avulla.

10. Tutki kutakin jérjestelméd ja osoita, onko se

a) muistiton b) lincaarinen (kuva 2)
¢) aikainvariantti (kuva 3) d) BIBO-stabiili

¢) kausaalinen

Si:yin] =05zn+1]
So i yan] = —0.52[-n—1]
Syt yaln] = yi[n] + yo[n] = Odd{z[n + 1]}

11. *Jérjestelmin ominaisuudet. Tutki, onko alla oleva jirjestelmi

a) lincaarinen ja/tai kausaalinen: y[n] = ax[n—1]+b, jossa a ja b ovat reaalisia vakioita

c) lineaarinen ja/tai aikainvariantti: y[n] = 2%[n] = (z[n])?

)

b) stabiili ja/tai kausaalinen: y[n] = z[n + 2] + 0.5" z[n + 1]
)
)

d) aikainvariantti ja/tai stab [n] =2nzn—1]

Kuva 2: Lineaarisuuden osoittaminen. Jos y3 == y3, niin lineaarinen.

oL

X, X=X, [nk] ¥,
Aol

X1 Y1 y2=y[n-k]

Kuva 3: Aikainvarianttisuuden osoittaminen. Jos y == 3, niin aikainvariantti.

12. Tarkastele kuvan 4 lohkokaaviokuvioita ja vastaa kysymyksiin, onko jérjestelmé
a) lineaarinen ja aikainvariantti (LTI)?

b) takaisinkytketty?

13. Kuvassa 5 esitetty syte z;(t) tuottaa erddiseen lineaariseen aikainvarianttiin (LTI) jérjes-
telmééin sybtettynd vasteen y; (¢). Kiyttamalld hyviksi LTI-jérjestelmén ominaisuuksia,
hahmottele saman jérjestelmén vaste syotteelle @y (t).
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Kuva 4: Tehtévin 12 jirjestelmien lohkokaaviot

Kuva 5: Tehtévi 13. Lineaarisen aikainvariantin jarjestelmén syGte ja vaste.
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Konvoluutio jatkuville signaaleille ja diskreettiaikaisille sekvensseille:

+00

y(t) 21 (t) * ao(t) = 1 ‘ 21(7) 2o (t — 7) d7

400

vin) = wfn v afnl = Y k] aaln — K

k=00

Konvoluution voi yhdistiié suodattamiseen siten, etté jos z[n] on sydte ja h[n] impulssi-

vaste, niin y[n] = h[n] * z[n

14. Piirré ensin lukujonot x[n] ja h[n]. Laske sitten diskreettiaikainen konvoluutiosumma

y[n] = z[n] * h[n] = h[n] * z[n] = Z hlk]z[n — k]
k=—oc0
a) z[n

={L 3, 2}, aln] = {1, -1}
b) xfn] = 20

[n—1]+38[n — 2], h[n] = 6[n] — d[n — 1]

15. Laske seuraavien diskreettiaikaisten jérjestelmien konvoluutio kun

a) x[n] ja h[n] ovat kuvan 6 kaltaiset (LTI)
bx) z[n] = a"uln)

h[n] = B"uln], a # 3

ML T T

d01 2345 0123 11213 1415 16

Kuva 6: Tehtévi 15: Jirjestelmén syote ja impulssivaste.

16. Tarkastellaan kuvassa 7 esitetyn kolmen lineaarisen aikainvariantin systeemin (LTI) kas-

kadikytkentéid. Systeemisti tiedetéiéin, etté impulssivaste ho[n] on
ho[n] = u[n] —uln — 2],

ja etté koko systeemin impulssivaste on kuvassa 8 esitetyn kaltainen. (Vihje: LTI-jirjestelmille
piitee esim. (hl * h2) % h3 = h2 x (h1* h3).)

a) Mikd on impulssivasteen hy[n] nollasta poikkeavan osan pituus? Etsi impulssivaste
hy[n].

b) Miké on systeemin vaste kun sydte on z[n] = d[n] — d[n — 1]?

) yin)
hJnl hjnl hdn]

Kuva 7: Tehtévé 16: Kolmen LTI-systeemin kaskadi.

S0 1234567

Kuva 8: Tehtivi 16: Kaskadisysteemin impulssivaste.

17. Laske konvoluutio

y[n] = x[n] * h[n] = i x[k]hn — k]
&

B3

B Y ST (%) aln]

hn] (i)"u[nJr 3

a) kayttamilld suoraan konvoluution mééritelméd,

b) kéyttémilld konvoluution osittelulakia ((z; + @2) * h = (zy * h) + (z * h)).
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LTI-jarjestelmit jaetaan yleensé kahteen luokkaan niiden impulssivasteen pituuden pe-
rusteella: (1) Adrellisen pitkin impulssivasteen (FIR = Finite (length) impulse response)
suotimet, ja (2) Adrettomén pitkin impulssivasteen (ITR = Infinite (length) impulse res-
ponse) suotimet.

18. Tarkastellaan systeemid, joka on maééritelty differenssiyhtilona

y[n] = z[n] — z[n — 1]
a) Piirréd systeemin lohkokaavio.
b) Médrité systeemin impulssivaste h[n].
¢) Mikii on systeemin vaste syStteelld [n] = ()" u[n].

. Tarkastellaan systeemid, joka on mééritelty differenssiyhtiloni
1
ylnl = 5yln = 1] =z[n]

a) Piirréd systeemin lohkokaavio.
b) Mééritd systeemin impulssivaste h[n], kun 0 < n < 4. Miten impulssivaste kéyttiy-
tyy n:n suuremmilla arvoilla?
¢*) Mik on systeemin vaste (ratkaise differenssiyhtalo!), kun syote on x[n] = ()" u[n].
(Vihje: yrite, homogeeninen yhtils, erityinen yht#ls TAI z-muunnos.)
. Tarkastellaan jirjestelmii Sy ja Sy kompleksisella sydtteelli e/™/6, Riittiviitko annetut
tiedot osoittamaan, etti jérjestelmé ) tai Sy ei ainakaan ole LTI? (Kappale 3.2)
Sy ¢ IS G

S, eI™/6 (.93 6™/

Jaksollisen jatkuva-aikaisen signaalin Fourier-sarjaesitys esitelldéin luvussa 3.3 ja sen omi-
naisuuksia luvussa 3.5 sekil taulukossa 3.1 sivulla 206 (Oppenheim, Willsky).
Jaksollisen jatkuva-aikaisen signaalin Fourier-sarjaesitys:

+oo
y . 1 _
z(t) = Z ay ot jossa ay = T/Tx(t)e Ikeot gy

k=—o00

Tissi wy () on peruskulmataajuus, fo perustaajuus, ja T (') perusjaksonpituus. Jat
kuvalle wy = 27 fy = 27 /Ty, Ty = 710

. Tiedetdén, ettd ap =0, a1 = a1 =2, ag =a_5 =0, a3 = a_3 = —1, a; = 0 muulloin.
Muodosta synteesiyhtélolld x(¢), kun perusjakson pituus on 4. (Kappale 3.3)

. Midrid seuraavien jaksollisten signaalien peruskulmataajuudet ja Fourier-kertoimet ana-
lyysiyhtalolla
a) z1(t) = e, (kompleksinen signaali)

b) x5(t) = cos(27t) + cos(3nt), (reaalinen signaali)

23. Jaksollinen signaali z(t), jonka perusjakso on 2 on mééritelty seuraavasti:

a) Piirrd z(t), kun t € —2..5.
b) Maérdia Fourier-kerroin ag. Mité se esittéa?

¢) Midrdd derivaatan % Fourier-sarja.

d*) Kiytd edellistd tulosta ja Fourier-sarjan derivointiominaisuutta (taulukosta: d’;—(;)

jkwoay,) ja laske z(t):n Fourier-kertoimet.

. *Signaalista z(t) tiedetéidin, etté

i) z(t) on reaaliarvoinen

ii) z(t) on jaksollinen perusjaksolla 7" = 6
iii) ap =0, kun k=0 ja k > 2

iv) z(t) = —z(t — 3)

v) L2 e()Pdt =}

vi) a; on positiivinen reaaliluku

Osoita, etté z(t) = Acos(Bt + C) ja laske vakiot A, B ja C.

Jaksollisen diskreettiaikaisen sekvenssin Fourier-sarjaesitys esitelldén luvussa 3.6 ja sen
ominaisuuksia luvussa 3.7 seké taulukossa 3.2 sivulla 221 (Oppenheim, Willsky).
Jaksollisen diskreettiaikaisen sekvenssin Fourier-sarjaesitys:

» . 1 ke
n] = E ay, o jossa a@ =5 E x[n] e3kwon

k=(N) n=(N)

Tissé wp on peruskulmataajuus, fo perustaajuus, No (N) perusjatkonpituus, ja f, (Fs)
néytteenottotaajuus, joka useimmiten voidaan skaalata ja merkitd olevan fy = 1. Dis-
kreettiaikaiselle sekvenssille wy = 27 fo/ fs = 27T /Ny, No = ﬁ, siten ettd N,n € Z. Kun
fs =1, T, =1, niin wy = 27 fy = 27 /Ny.

. Tiedetéén, ettd perusjakson pituus N =5 ja kertoimet ag =1, a1 =a_; =2, ay =

a_5 = —1. Muodosta synteesiyht&lslld z[n]. (Kappale 3.6)

. Méérad seuraavien jaksollisten sekvenssien peruskulmataajuudet ja Fourier-kertoimet ana-

lyysiyhtélolla

a) x1[n] = cos(wn/3)

b) a5[n] = sin(wn/2) 4 cos(mn/4)




T-61.140 SKJ (Esimerkkitehtévid 2004) Sivu 9 / 74

Jatkuva-aikaisen signaalin Fourier-muunnos xz(t) < X(jw) johdettiin Fourier-
sarjoista ajattelemalla jaksonaika dérettomén pitkéksi. Néin saatiin:
1 e

=— X (jw) e“tdw
o (jw)e

—oo

Fa(®)} = X(w) = /W a(t) et

FHX (jw)} = a(t)

Huomaa myds taulukot 4.1 (s. 328, Properties of the F-transform) ja 4.2 (s. 329, Basic
F-transform pairs). Ensimméisestd on usein apua tehtéivissi, joissa tiedetdiin signaalin
2(t) F-muunnos X (jw) ja halutaan etsié joku z:std johdetun signaalin F-muunnos. Jil-
kimmiéiisessi on suoraan tiettyji muunnoksia.

27. Kirjan esimerkit 4.4 ja 4.5: integrointiharjoitus, sinc-funktio ja duaalisuus.

a) Laske Fourier-muunnos mééritelmén mukaan signaalille
1, [t < T
ay - {111<T:
0.1t > Ty

b) Esiti a-kohdassa saatu F-muunnos sinc-funktion avulla, sinc(f) = 2220

28. F-muunna seuraavat signaalit ja impulssivaste kiyttéen hyviksi taulukkoa ja aiempia
tuloksia. (Vinkit: aikasiirto (a), aikasiirto ja lin. (b), aikasiirto (c), derivointi ajassa (d).)

) () 2, 0<t<2
a) r =
0, muulloin

0<t<1

1,
b) 2(t) = (21(8) + 22(t) + 25(1)) = {; ; i I z i
0.

,  muulloin
) h(t) = (ha(t — 2)) = e Du(t - 2)

) () 11—, -1<t<1
z(t) =
0, muulloin

29. Konvoluutio-ominaisuutta (s. 314) kéyttien voidaan differenttiaaliyhtils ratkaista nip-
piiriisti algebrallisesti (ilman yritteitd, vertaa tehtivi 19c¢):

YO =) <a(t) o V() = HGw)X(w)
Laske impulssivasteiden hy(t) = e=%u(t) ja ho(t) = 2e~'u(t) konvoluutio kiyttimélls F-
muunnoksen konvoluutio-ominaisuutta. Tillsin aikatason konvoluutio h(t) = hy(t) s ha(t)

lasketaan F-muunnosten H (jw) ja Hs(jw) kertolaskuna H (jw) = H;(jw) Ho(jw) ja tdmé
tulos kééinteismuunnetaan takaisin aikatasoon H(jw) < h(t).

30. *Fourier-kéiéinteismuunnos

a) Laske kidnteinen Fourier-muunnos

X(w) = {1, lw| < W

0, lw| > W
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b) Esitd a-kohdassa saatu signaali sinc-funktion avulla, sinc(d) = Lﬁgo

¢) Esitd suorakaidepulssin ja sinc-funktion duaaliominaisuudet Fourier-muunnoksessa
(s. 309-310).
. *Liséé laskentaa
a) Laske h(t) = e'u(—t) ja x(t) = e'u(t) konvoluutio y(t) = h(t)  x(t) kiyttamalla
konvoluutio-ominaisuutta.

b) Laske R(jw), kun () = e ! cos(2t). R, integroimalla, R, taulukosta, niiden kon-
voluutio.

Diskreettiaikaisen sekvenssin Fourier-muunnos (DTFT)

1 )
FHX ()} =an) = — [ X(e*)"dw

27 Jor
o

Flan]} = X (%) = > wln]e "

n=—oc

Huomaa myds taulukot 5.1 (s. 391, Properties of the d-t F-transform) ja 5.2 (s. 392, Basic
d-t F-transform pairs

HUOM! Diskreetissi Fourier-muunnoksessa (DFT) myés taajuusalue on diskreet-
ti(taajuinen).

. Laske seuraavien sekvenssien diskreettiaikaiset Fourier-muunnokset:
a) z[n] =dn—1]+dn+1]
b) z[n] = (3)"uln —1]

. Tunnetaan reaalinen sekvenssi z[n] ja sen diskreettiaikainen Fourier-muunnos X (e’*).
Olkoon taajuudella w, = 7/4: X (e/77/4) = 3 + 45. Piiittele jaksollisuuden avulla ja laske

a) | X (/)] b) £X (/D)
c) X(ef( f/4)) d) X(ef("/‘”?”))
e) Jos fs = 4000 Hz, niin miké on tutkittava taajuus f.

. Laske jaksollisen sekvenssin z[n] = sin((7/6) n+m/4) diskreettiaikainen Fourier-muunnos
X (7). Hahmottele kuvaajat | X (/)] ja ZX (e7%).

. Olkoon X (e/*) kuvassa 9 esitetyn signaalin x[n] Fourier-muunnos. Tutki taulukon 5.1
ominaisuuksia. Fourier-muunnosta X (/%) ei tarvitse méaérittid missiéin kohdassa, kun
huomaa kiyttid symmetrisyytti z{n — 2]!

a) Laske X (e/°). b) Etsi ZX (e’).
b
¢) Laske X(e’)dw. d) Etsi X (/7).

e) Midritd /

Jom

+ . -+ dX (%) 2
X (e)]dw j —| d
(s [

ddritd ja piirrd signaali, jonka Fourier-muunnos on Re{X (¢’*)}.

d
f) Laske — —ZX (/).
) Laske o ()
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Kuva 9: Tehtéivii 35 Diskreettiaikainen sekvenssi z[n].

XEjw)l X(ew)l X(ew)l

f /2 f T W

Kuva 10: Tehtévé 36: Spektrejé kaistalla (0. .. f,/2] tai [0...7].

36. Diskreettiaikainen Fourier-muunnos on 2m-jaksollinen, itseisarvon |X(e/*)| ollessa pa-
rillinen ja ZX(e/*) pariton funktio. Kuvassa 10 on reaalisen sekvenssin z[n] Fourier-
muunnoksen itseisarvo | X (e/#)|. Hahmottele kukin |X (e)| alucelle —2 f;...2 f.

Niytteenottotaajuuden f,, niytteenottokulmataajuuden w, ja néytevilin T, yhteys on
fs = w,/(2r) = 1/T;. Esimerkiksi f, = 44100 Hz — néytteiden villinen aika on 22, Tus.

. Matlabin £t (x)-komento palauttaa sekvenssin x diskreetin Fourier-muunnoksen (discre-
te Fourier transform, DFT):

N-1
X[ = X(7*)omzmiye = D a[n] 2™ 0<k<N-1

n=0

Téssd siis spektri on myos lukujono spektrikomponenttien arvoja. Téten laskuoperaatio
voidaan toteuttaa tietokoneella.!

Yhdistd kuvan 11 vasemman sarakkeen sekvenssit ja oikean sarakkeen tehospektrit | X (e/)|%.
Vinkki: Yksi jaksollinen kosini taajuudella f; luo yhden piikin spektriin positiiviselle taa-
juudelle f;.

Tehty Matlabilla:

[x, fs, nbits] = wavread(’aani.wav’); % luetaan &&nisignaali
soundsc(x, fs); % kuunnellaan

M = length(x);

t = [1 : length(x)] / fs; % aika-akseli

plot(t, x); % piirretdsn aaltomuoto
xlabel (’Time (s)’);

xF = fft(x); % lasketaan DFT
M length(xF);

Diskreettiaikai Fouri K DTFT, X (e?*) saa w € R. Kun Jos esimerkiksi Matlab antaa
kuvaajan X (e/*):sta, se on useimmiten laskettu riittéviin monen pisteen DFT:4 kiiyttéien.
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w = linspace(0, (M-1)/Mxfs, M); % taajuusakseli
plot(w, xF.*conj(xF)); % piirretddn |X(exp(jw))|~2
xlabel(’Frequency (Hz)’);

1l

004 006 008 01 012 0 500 1000 1
Time (5) Frequency (Hz)

500 200

L

001 002 003 O 0 200 400 600 800 1000
Time (s) Frequency (Hz)

0.05 2000 4000 6000 8000 10000

01
Time (s) Frequency (Hz)

Kuva 11: Tehtéivi 37: Sekvenssit (vasen sarake) ja spektrit (oikea).

LTI-suotimet ovat laskennallisesti yksinkertaisia. Niiden input-output-relaatio voidaan
esittdd differenssiyhtilslld. Niilld pystytddn tekemidn taajuusselektiivisia suotimia, joilla
voidaan vaimentaa haluttuja signaalin spektrin kaistoja.

38. Hahmottele seuraavien suodintyyppien amplitudivasteet taajuustasossa:
a) alipiéstosuodin ¢) kaistanestosuodin
b) ylipddstosuodin d) kaistanpéistosuodin
39. Tarkastellaan jatkuvaa periodista signaalia z(t), joka on méiritelty seuraavasti:
2(t) = cos(2mt) 4 0.3 cos(20mt)
a) Hahmottele signaali z(t) aikatasossa.
b) Maéritd signaalin z(t) peruskulmataajuus ja Fourier-sarjaesityksen kertoimet ay.
¢) Signaalia x(t) suodatetaan ideaalisella alipadistosuotimella, jonka rajakulmataajuus
w, = 107. Piirrd suodatettu signaali.

d) Signaalia z(t) suodatetaan ideaalisella ylipdéstosuotimella, jonka rajakulmataajuus
w. = 107. Piirrd suodatettu signaali.

40. Konvoluutio-ominaisuutta (s. 382)
yln] =hln]xaln] o Y(e) = H(¥)X (™)

kiiyttiien ratkaise y[n] (vrt tehtdva 19c ja 29)
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a) hn] = (6[n — 1] — 6[n — 2]), z[n] = 0.6"u[n|
b) hln] = 0.4" Yu[n — 1], z[n] = (—0.7)"u[n]

41. Kéytéd hyviiksesi kertolaskuominaisuutta (s. 388)

Y(e“):% . H(E)X (@) do

Signaalien z[n] ja g[n] Fourier-muunnokset ovat X (e*) ja G(e’). Lisiiksi on voimassa
yhtils

1
— 0 J(w=0) — ,—iw
27r,/_,,X(e )G(e )df =1+¢€

a) Jos z[n| = (—1)" niin madrdd diskreetti signaali g[n] siten, ettd sen Fourier-muunnos
G(e?*) toteuttaa ylliolevan yhtdlon. Onko olemassa muita ratkaisuja g[n]?
b) Toista edellinen kohta signaalille x[n] = ()"u[n].

. Ylipddsto- ja kaistanpééstosuodattimia suunniteltaessa toteutetaan usein ensin alipdds-
tosuodatin, jolla on halutut ominaisuudet ja sen jidlkeen muunnetaan se HP- tai BP-
suotimeksi. Etuna téstd on, ettd kaikkien suodintyyppien toteutukseen riittavit pelkés-
tédn alipadstosuodattimen suunnittelualgoritmit. Tarkastellaan esimerkiksi diskreettiai-
kaista alipaéistésuodatinta, jonka impulssivaste on hy,[n] ja taajuusvaste Hy,(e?). Modu-
loidaan impulssivastetta jaksolla (—1)", niin ettd hp,[n] = (=1)"hp[n)].

a) Maidritd Hy,(e’”) Hp(e’*)m avulla. Osoita, etti Hy,(e*) on ylipédstosuodattimen
taajuusvaste.

b) Osoita, etti diskreettiaikaisen HP-suodattimen impulssivasteen modulointi jaksolla
(—1)" tuottaa alipidstosuodattimen.

. Lineaarisen vakiokertoimisen differenssiyhtélon karakterisoima LTI-jérjestelmd (s. 396-
399). Aikatason konvoluutio vastaa taajuustasossa muunnosten kertolaskua
y[n] = h[n] * z[n] « Y(e*) = H(e/*) X (e*) (katso kuva 12).

X[ hin]
X(eiv) H(eiv)

Kuva 12: Tehtévi 43: y[n] = h[n] * z[n] < Y (e*) = H(e/?) X (e7*)

Muistetaan alkukurssista, ettd kausaalista, diskreettia LTI-jirjestelméi kuvaa vakioker-

toiminen differenssiyhtilo
M

Zuk yln— k] = Zbkz[n — k]
k=0 k=0

Kun F-muunnoksessa ki in hyviksi viivistysominaisuutta (z[n—ng] «» e 7" X (7)),

saadaan M
Z ay, eIy () = Z by, e 7R X (e7%)

k=0 k=0

Tissd X (€/%) ja Y(e/¥) ovat selvisti vakioita indeksin & suhteen, joten ne voidaan ottaa
ulos summasta. Konvoluutio-ominaisuuden (Y (e/*) = H(e’*)X (¢/*)) huomioon ottaen
impulssivasteen h[n] Fourier-muunnos H (/) eli taajuusvaste on
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Y(e) ,:1:0 by e Ik

H(eY) = =
(f’ ) X(e;w) Zszoﬂkeﬁm

Tunnetaan LTI-jérjestelmi S sen impulssivasteen avulla h[n] = & (=6[n] + 26[n — 1] — d[n — 2]).

a) Kirjoita differenssiyhtéls ja piirréi aikatasossa lohkokaavio, jossa z[n] tulee vasem-
malta jirjestelméén S ja ulostulona on y[n].
b) Kirjoita H(e/*) eli miérid kertoimet by, by ja bo. Mité tulee jakajaan arvoiksi a;?

¢) Onko kyseessi ali- vai ylipdéstésuodin?

Usein halutaan analysoida LTI-suotimen kiiytosti. Léhtotilanteena voi olla (a) suotimen
lohkokaavioesitys, (b) impulssivaste h[n], (c) differenssiyhtéls y[n] = ... tai (d) taajuus-
vaste H (/). Kaikki ndmé ovat yksikésitteisid, joten kun yksi nikokulma tunnetaan,
voidaan muutkin laskea tai havainnollistaa.

Lohkokaaviosta tai differenssiyhtdlostd ndhdddn usein suotimen kiytdnnon toteutus,
laskenta-algoritmi. Impulssivaste h[n] kertoo suotimen kilytéksen aikatasossa. Impulssi-
vasteen Fourier-muunnos H(e’*) kertoo kiytoksesti taajuustasossa.

Kuten tehtéviissi 43 huomattiin, dérellisen pitkén impulssivasteen (FIR = Finite (length)
impulse response) taajuusvaste H(e?) on e/ suhteen yksinkertainen polynomi. Jos
impulssivaste on &drettémén pitkd (IIR = Infinite (length) impulse response), niin
taajuusvaste H(e/*) on rationaalilauseke, jossa seki osoittajassa ettd nimittéjdss:
polynomilauseke.

LTT-jérjestelmissé impulssivasteesta h[n] voidaan nidhdé jirjestelmén kausaalisuus ja sta-
biilisuus. Jos h[n] = 0, kaikilla arvoilla n < 0, niin jérjestelméd on kausaalinen. Jos
D re oo |h[E]| < oo, niin jérjestelmé on stabiili.

. Olkoon annettuna taajuusvaste H(e*) = 0.5 - (1 4+ e %), Taajuusvaste voidaan hajottaa
amplitudi- ja vaihevasteeseen H (/) = |H(e7%)| el et ()},
a) Madriéd impulssivaste h[n], piirré se ja jirjestelmén lohkokaavio.
Vinkki: FIR-tapauksissa H(e/*) = % h[n] e 7“"; IIR kts. tehtévi 45.
h[m].
Hahmottele H(e’*)m kuvaaja kompleksitasoon, kun w saa arvoja 0..7. Laske muu-
tamia arvoja ja hahmottele “pehmeéisti” niiden vélilté.

Laske ja piirrii askelvaste s[n] = >0

Laske amplitudivaste |H (e/*)| (kompleksiluvun itseisarvo) ja hahmottele se vililli
0..7.

Laske vaihevaste arg{ H(¢’*)} (kompleksiluvun kulma) ja hahmottele se vililld 0..7.
Desibeli-asteikolla teholliset amplitudiarvot saadaan laskemalla 10 log,o |H (e/)|*> =
20 log, |H(e7*)|. Hahmottele d-kohdan amplitudivaste nyt desibeli-asteikolla.
Ryhmikulkuaika/ryhméviive /etenemisviive saadaan vaihevasteesta

7(w) = —4 arg{H(e/*)}. Laske 7(w). Mik4 on sen yhteys impulssivasteeseen?

Alla on annettu toisen suotimen Hy(e/*) = 0.1 ZZ:D e 7% amplitudivaste, impulssi-
vaste ja askelvaste. Mitka ovat suotimien H (/%) ja Ho(e’) erot kaistanleveyksissi ja
(askelvasteiden) nousuajoissa? Nousuaika on aika, jossa askelvaste nousee 10 %:sta
loppuarvostaan 90 %:iin.
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Kuva 13: Tehtévi 44: Hy(e/*): Amplitudivaste | Ha(e*)|, impulssivaste ho[n] ja askelvaste sa[n].

*i) Matlabin komennot?
45. Kausaalinen ja stabiili LTT-systeemi on mééréitty seuraavan differenssiyhtélon avulla:
1
yln) = aln] - yln 1]

a) Piirréd lohkokaavio.
b) Laske taajuusvaste H (/).
¢) Hahmottele |H (e*)|.

)

d) Laske impulssivaste h[n].

46. Tutki seuraavissa kuvissa esitettyjé realisoitujen suotimien amplitudi- ja impulssivasteita.

it
i s

Kuva 14: Tehtéivi 46: Vasemmalla toteutetun suotimen |H(e/*)| amplitudivaste asteluvuilla
N = {1, 10, 100} ja kunkin suotimen hq[n], hio[n], higo[n] impulssivaste.

Miten suotimen asteluku vaikuttaa pédsto- ja estokaistan viliseen siirtymikaistaan
(transition band)?

Miten suotimen asteluku vaikuttaa ryhméviiveeseen, kun kaikki toteutukset ovat
lineaarivaiheisia suotimia.

Miké on askelvasteen nousuajan (suotimen nopeus) ja siirtymékaistan leveyden suh-
de?

Millaiselta ideaalisuodin néyttiisi? Mitid tarkoittaa suotimen realisaatio? Mité suo-
timen suunnittelussa lasketaan? Miten digitaalinen suodin voidaan tehdd?

1—jw

47. Jatkuva-aikaisen, kausaalisen ja stabiilin LTT-systeemin taajuusvaste on H(jw) = ; e

a) Osoita, ettd |H(jw)| = A ja laske A

b) Minki tyyppinen suodin on kyseessi?
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#, miki seuraavista viitteistd pitdd paikkansa ryhméviiveelle
—d(arg H(jw))/dw:

i) 7(w) =0, kunw >0 ii) 7(w) >0, kinw >0 iii) 7(w) < 0, kun w >0

48. *Tutkitaan kuvassa 15 esitettyd mekaanista systeemii. Systeemin liikeyhtls on muotoa
Bu(t) + K/'v(t)dt = f(t).

a) Oletetaan, etté vaste on f,(t), jousta kokoon puristava voima. Kirjoita differentiaa-
liyhtéls f,(t)m ja f(¢)m avulla, etsi systeemin taajuusvaste ja osoita, ettd se approk-
simoi LP-suodinta.

b) Oletetaan, ettd vaste on fy(t), hydraulista vaimenninta puristava voima. Kirjoita
differentiaaliyhtéls fy(t)m ja f(t)n avulla, etsi systeemin taajuusvaste ja osoita,
ctté se approksimoi HP-suodinta.

v(t)

()
B

Kuva 15: Tehtévin 48 jérjestelma.

Niytteenotossa jatkuvasta signaalista otetaan yleensi tasaviilisin ajoin néytteitd, jolloin
saadaan lukujono. On olemassa myds téiysin synteettisia lukujonoja, jotka voidaan rekon-
struoida jatkuvaksi signaaliksi (tietokonediéinet yms.)

. Niytteistd kuvassa 16 olevaa jatkuvaa kosinisignaalia z(t) = cos(2m 100¢) kolmella néyt-
teenottovililld (i) 0.001 s, (ii) 0.004 s, (iii) 0.00666 s, ja piirrd diskreetit arvot kuvaajiin.
Tarkista niiytteenottotaajuuden “riittdvyys” ja hahmottele diskrecteistd néytteisti x[n]
jatkuvaksi palautettu signaali Z(t).

LV IN4EEERE|
G oos oo oos 002 0 oos ool o5 o0 005 oo oo 00z

Kuva 16: Tehtévi 49: x(t), niytteistd z[n] kiyttden (i) 0.001 s, (ii) 0.004 s, (iii) 0.00666 s

50. Osoita, etté jaksollinen impulssijuna p(t)

pt)= 3 d(t—nT)

n=—o0




T-61.140 SKJ (Esimerkkitehtévid 2004) Sivu 17 / 74

voidaan esittdi Fourier-sarjana

1 -
_ j(2m /T )kt
p(t) = T >

k=—oc0
jossa ws = 27 /T, on niytteenottokulmataajuus.
. *Edellisen tehtéiviin impulssijunan Fourier-muunnos voidaan esittdi myds muodossa
PGy =20 3 b k)
jw) = — w—kuw,
J T, s

k=00

Niytteistdminen voidaan mallittaa aikatason kertolaskulla z[n
on X,(jw) mielivaltaiselle sydtespektrille X (jw)?

Vinkit: jaksollisen signaalin (Fourier-sarja) Fourier-muunnosesitys

Signaalien kertolasku aikatasossa vastaa muunnosten konvoluutiota taajuustasossa:

nl)ml) = GG Xlo)] = - [ XG0l - 0)a0

. Tunnetaan jatkuvan signaalin x(t) spektri | X (jw)], joka on piirretty kuvaan 17. Signaalin
korkein taajuuskomponentti on f,. Niytteistetddin signaalia ndytteenottotaajuudella fy
eli niytteet otetaan Ty = 1/f; villein: z[n] = a(nT}). Hahmottele diskreetin signaalin
spektri | X (e7¢)|, kun

a) fr, =0.25 f,
b) fr =05 f;
¢ fu=075 f,

XGwl

Kuva 17: Tehtévi 52: Spektri X (jw)
3. Tarkastellaan jatkuva-aikaista jaksollista signaalia z(t)

) {cos(?ﬂ' 100 t) + cos(2m 300 t) + cos(2m 750 t), t>0
z(t) =
0, t<0

jossa siis kosinitaajuudet 100, 300 ja 750 Hertzid. Signaali néytteistetdén taajuudella f,.
Toisin sanoen, T, = 1/f,, p(t) = f, Spe_ . /@74 Niin saadaan diskreetti sekvenssi
z[n] = x,(t) = z(nTy).

a) Hahmottele z(¢):m spektri (kosini vastaa piikkid taajuustasossa)
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b) Hahmottele z[n]m spektri, kun f; on

i) 1600 Hz ii) 800 Hz iii) 400 Hz

54. Signaalin rekonstruointi niytteistéi

a) Piirrd mielivaltainen kaistarajoitettu X (jw), jonka suurin kulmataajuus on wy,.

b) Niytteistii signaali niytteenottokulmataajuudella w, > 2wy,. Piirrd néytteistetyn
signaalin spektri X,(jw).
Niytteistettyd signaalia on voitu suodattaa digitaalisella suotimella, toisin sanoen,
lukujonolle on voitu tehdd muutoksia. Rekonstruoi signaali (spektri) takaisin jat-
kuvaksi kiyttdmilld ideaalista alipddstosuodinta H(jw), jonka rajataajuus w. on
wy < we < 0.5w,. Piirré palautetun signaalin spektri X, (jw) = X, (jw)H (jw).
Esité edellisen kohdan yhtilo aikatasossa
z,(t) = wp(t) * h(t) = Yoo xp(k)h(t — kT) Miki on c-kohdan ideaalisen alipéis-
tosuotimen H (jw) impulssivaste h(t)?
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T-61.140 Vastauksia tehtéviin

1. Ympyréin 360 astetta vastaa 2m:4. Eli:

DEG RAD
360 2m

Esimerkiksi suorakulma on 7/2. Jatkossa kéiytetéin lihinné radiaaneja perusvililla —m .. .4

.
2. Eksponenttifunktio e/ = cos(w) + j sin(w) piirtdd yksikkdympyrén, kun w = —7 ...
Nihdian: || = | cos(w) + jsin(w)| = y/cos?(w) + sin?(w) = 1.

a) Suorakulmaisen kolmion (Pythagoras a® + b = ¢?)
kulmat:
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ZABC = w/2

/BCA — arctan(;;/)Q) — (1/6)r

LCAB m—7/2—/ZBCA=(1/3)m

b) Laskin antaa radiaancissa arcsin(—0.5) = —0.5236 ~  -0s
—7/6, ja yksikkdympyréstd voidaan tarkistaa, ettd
halutut kulmat ovat wy, = —7/6 ja w, = —57/6. Voi- -

daan siis nihdi, ettd @ = cos(w) ja y = sin(w).

3. Kompleksilukuja suorakulmaisessa ja polaarikoordinaatistossa.
Suorakulmainen ja polaarikoordinaatisto

a) Polaarik.: z2* = re/fre 30 = y2¢i0-0) = 42
suorakulmainen: zz* = (z + yj)(z — yj)
b) (z+2) = (vt + 2+ jye)”
= (w1 + x4+ j(y1 +12))*
=1+ 22— (Y1 + y2)
= a1 — jy1 + T2 — Jy2
25+

4. Parilliset ja parittomat funktiot:
Funktio f(z) on pariton, jos f(—z) = —f(z) (kuvassa vasemmalla)
Funktio f(z) on parillinen, jos f(—xz) = f(z) (oikealla).
Sini on pariton funktio ja kosini on parillinen funktio. Miké tahansa funktio f(x) voidaan
ilmaista parittoman ja parillisen komponentin summana:

f(x) = Even{f(x)} + Odd{ f(x)} , missi

Even{f(2)} = 1/2[f(z) + f(=2)]
Odd{f(x)} =1/2[f(x) = f(-2)]

Pariton/Odd x() = ~x(-) Parilinen/Even x() = x(-t)

Even{H (w)} Even{e} = %((’]w +e )

%(cos(w) + jsin(w) + cos(—w) + jsin(—w))

%(cos(w) + jsin(w) + cos(w) — sin(w)) = cos(w)

Odd{H (w)} Odd{e*} = %((’]‘“ —e¥)
%(cos(w) + jsin(w) — cos(—w) + jsin(—w))

%(cos(w) + jsin(w) — cos(w) + jsin(w)) = j sin(w)

5. Tutkitaan kompleksilukuarvoista funktiota H(w) = 1 — e¢7¢. Lasketaan taulukkoon ky-
yt arvot. Jos laskimesi tukee kompleksiarvoisen eksponenttifunktion laskemista, voit
yttéd suoraan H(w) = 1 — e, muuten hajoita Eulerin kaavalla H(w) = 1 — cos(w) +

jsin(w).
Huomaa parillisen kosinin ja parittoman sinin laskusidannot:
cos(—w) = cos(w) ja sin(—w) = —sin(w).

w | Hw) [H(w)| | £H(w)

0 0 0 0 )

w/4 | 0.2929 4+ 0.7071j | 0.7654 | 0.3750

/2 | 1.0000 + 1.0000j | 1.4142 | 0.2500

3m/4 | 1.7071 + 0.7071j | 1.8478 | 0.1250 7

™ 2 2 0

) epéjatkuvuuskohta, limy, oy ZH(w) = +0.57, lim, - ZH (w) = —0.57.

Vaihtoehtoisesti voit ajatella laskun “osoittimien” avulla H;(w) + Ha(w): Hi(w) = 1, joka
on siis vakio ja jolla siirrytiéin origosta kohtaan (1,0), ja summataan siithen H(w) =
—e™7¢ joka piirtdd 1-siteisen yksikkoympyrin puolikkaan.

6. Piirrd seuraavat signaalit ja sekvenssit origon (f = 0 tai n = 0) ympérilla.
a) @o(t) =2 cos(2mt — 7 /2)
b) z3[n] = sin(0.17n)
¢) @an] = 6[n — 1]+ d[n] + 20[n + 1]
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2cos(zrt - w2) sin0.1 1) 8- + 8in) + 2 8n+1]

d) @s[n] = 6[-1] + 6[0] + 26[1]
e) xg[n] = u[n] — uln — 4]
f) @7[n] = 242 — n]

1]+ B0l + 2301] ulr] - uin-4]

. Jaksolliselle jatkuvalle signaalille on olemassa vakio 7' > 0, jolle z(t) = x(t + T') kaikilla
t:n arvoilla. Perusjakso Tj on lyhyin jakso. Sijoituksen ¢ « ¢ + T jilkeen yritetééin etsid
vakiota 7" perustuen sinin/kosinin/eksponenttifunktion 27-jaksollisuuteen.

a) z(t) on jaksollinen ja perusjakso on T = 31/4:
8
x(t 3cos(o—t
aft) = Beos(z1)

8

5l (t+T)= 3cos(s—ﬂt + QT(iT))

z(t+T) = 3cos( 31 31

Huomaa siis, ettd 7 tulee valita niin, ettd alemman lausekkeen vaihesiirto on joku
27-monikerta: cos(wt) = cos(wt + 27) = cos(wt +4m) = ...
b) x(t) on jaksollinen ja perusjakso on Ty = 2:

z(t) = el (mt=1)
PE+T) = ST _ (=)

¢) z(t) ei ole jaksollinen, koska ei 16ydeti arvoa Ty, joka tuottaisi kulmaan 27-monikerran
muutoksen jokaisella ¢ € R:

™
os( T2
cos(g )

os( " 2 _ cos( "2 LA
cos(g(t+T) )7c05(8t +27.’(8 + 16))
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8. Jaksolliselle diskreetille signaalille on olemassa vakio N' € Z., jolle z[n] = z[n+N], kaikille n €

Z.
a) z[n] on jaksollinen perusjaksolla Ny = 31. Huomaa ero edellisen tehtévén a-kohtaan!
Katso kuvaa 18:
87
3"

N = 3cosT(n+ N)) = 3cos(ST 4y
z[n+ NJ| a}cos(31 (n+N))= (icos(gln + 277(31)\ )

z[n] = 3cos(

josta (4/31)N =k, jossa N,k € Z, ja edelleen N = (31/4)k. Néin ollen pienin jakso
Ny (eli perusjakso) on 31. Huomaa, ettéi se on eri kuin kohdassa 4a.

b) z[n] ei ole jaksollinen, koska yksikééin 16m:n monikerta ei ole kokonaisluku:

z[n) cos(% —7)
n+ N n N
z[n+ N| cos( 3 —) —LOb(g*‘N‘FQ‘Nﬁ)
¢) z[n] on jaksollinen. Lasketaan kunkin kosinin jakso erikseen, jolloin saadaan Ny = 8

ja Ny = 12. Perusjakso on jaksojen pienin yhteinen jaettava eli 24 = 3- Ny = 2 Ny,

Prbiems 4, 5. eos(on 311 vs eos@n/ 311}

=y

——
T=31/4

Kuva 18: Vastaus 8: Tehtéivien 7a ja 8a ero!
. Tarkastellaan kolmea jérjestelméd Sy, S, ja Ss, joiden sydte-vasterelaatiot ovat:

Sy y[n] = x[n] + 2z[n — 2]
:y[n] = z[n] — 3z[n — 1] — 2z[n — 2]

) =47 [n/2], n parillinen
! 0 n pariton

a) Piirréd ensin lukujono z[n]. Ulostulo voidaan laskea vaikkapa yksinkertaisella taulu-
kolla.
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—3z[n — 1] | —2z[n — 2] | y[n]
0
0
—6
—4
4
0

b) Sy ja Sy sarjassa. Vaste saadaan sijoittamalla edellisen jirjestelmén vaste aina seu-

raavaan.
- L= =

Sy jélkeen yi[n] = z[n] + 2z[n — 2], joka sijoitetaan syStteend Sh:en:

yoln] = n[n] = 3y n — 1] = 2p1[n — 2
= (z[n] + 2z[n — 2]) = 3(z[n — 1] + 2z[n — 3]) — 2(x[n — 2] + 22[n — 4])
= z[n] — 3z[n — 1] — 6z[n — 3] — dz[n — 4]

c) Sp ja Sy rinnan. Vaste saadaan laskemalla haarat yhteen.

y[n] = (x[n] + 2x[n — 2]) + (z[n] — 3a[n — 1] — 2z[n — 2])
= 2z[n] — 3z[n — 1]

d*) Ensin Ss, sitten S ja Sy rinnan, ja lopuksi invertoitu Ss

Kaanteiseksi jérjestelmiksi (z[n] — Sy — S7' — x[n]) saadaan S;* : y[n] = =[2n].
Koska diskreetti jérjestelmé on mééritelty vain, kun n on kokonaisluku, on y[n] = 0
aina kun n ei ole kokonaisluku.

z[n/2], n parillinen
nln] = .
0, n pariton

el = 2mlr) = 3l = 1) = 20 [5] = 32 [ 1]

wl] = mlon] =2 ] ~ 2] < 22t # 20l - 3010 1)
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Kokeile vaikkapa sydtteelld z[n] = (1,2,0, —2).

Lineaarisille ja aikainvarianteille jérjestelmille pitee, ettd niiden keskindistd jérjes-
tystd voidaan muuttaa lopputuloksen muuttumatta.

Koska jirjestys S3 — S3' — (rinnan(Sy, S»)) antaa eri tuloksen kuin ylli laskettu
jirjestys, kaikki kolme (neljd) jirjestelméé eivit ole lineaarisia ja aikainvariantteja.

10. Huomaa, ettid S5 on lineaarikombinaatio kahdesta ensimmaisesté jirjestelmésti

Sy 2 y[n] = 0.5zn + 1]
ot ya[n] = —=0.52[—n — 1]
Sy ys[n] = yi[n] + gln]
Oppenheim s.44), kun sen vaste riippuu vain sen het-
(z[n])? + 2x[n]. Jérjestelméssi ei siis tarvita
ntulon puskuria varten.
Jirjestelmid S, tarkastelemalla havaitaan vasteen muodostuvan termin z[—n — 1]
avulla, joten Sy on muistillinen. Myos muut ovat yhtélailla muistillisia.
b) Jirjestelmi on lineaarinen (s. 53), kun se on additiivinen ja skaalautuva eli

axy(t) + Baa(t) — ayi(t) + By(t)
azy[n] + Baaln] — ayi[n] + Byaln]

Lineaarisuuden osoittaminen voidaan tulkita kuvan 19 mukaan. Olkoon kiytossi
kaksi mielivaltaista sydtettd z;[n] ja zs[n]. Tutkitaan, tuottaako niiden vasteiden
lineaarikombinaatio saman tuloksen kuin sy6tteiden lineaarikombinaation vaste.
Merkitédn syotteiden zy[n] ja za[n] vasteita yy[n] ja yo[n]:lla:

xn]  —  wn] =05 n+1])
xan] = wen] = 0.5 (xafn + 1))

Niéiden vasteiden lineaarikombinaatio on kuvan 19 vasemman puoleisen kaavion ulos-
tulo y3[n]:

ysln] = ayln] + Byaln]
a0.5 (z1[n + 1]) + 80.5 (z2[n + 1])
Tutkitaan sitten kuvan 19 oikeanpuoleista kaaviota eli nyt sydtteend jirjestelmiin
on alkuperiisten syétteiden lineaarikombinaatio z3(n] = az[n] + Bza[n):
ys[n] = 0.5 (x3n+1])
0.5 (azy[n+ 1] + Basn + 1)
= 0.5a(zi[n+ 1)) + 0.56(x2[n + 1])
Koska ys[n] = y5[n], niin jirjestelméd S on siis lincaarinen. Lineaarisessa jirjestel-
missi voidaan hyodyntdd superpositiota esimerkiksi sithen, etté sisdéntuloa jactaan
pienempiin osiin, suodatetaan (lipi jérjestelmén) erikseen, ja kootaan tulos lopuksi
yhteen.

Voidaan myds laskea vastaavasti, ettd S, on myds lineaarinen, samoin kuin niiden
lineaarikombinaatio Ss.
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Kuva 19: Lineaariselle jirjestelmille S piitee y3 = ysx. Téssid * on vain eri ulostulot erottava
symboli, ei kompleksikonjugaatti tai mikééin muu funktio.

¢) Jirjestelmé on aikainvariantti (s.50), kun jérjestelméin kidyttiytyminen ei muutu

ajan mukana. Aikainvarianttisuuden osoittaminen voidaan tulkita kuvan 20 mukaan.
Tutkitaan tilannetta, jossa syotettd viivistetddn ja sitten syotetédin jirjestelméin
(ylikuva) ja tilannetta, jossa vastetta viivistetdén (alakuva). Jos ulostulot ovat sa-
moja, jirjestelmé on aikainvariantti.
Tunnetaan jérjestelmén S vaste mielivaltaiselle sekvensille 24 [n]
x1[n] —0.521[—n — 1]

Viivistetadn tédta vastetta k yksikkoa:

ysln] = yn—k] = =05z [—(n— k) — 1] = 0.5z, [—n — 1 + k]
Tutkitaan toisaalta viivéistettyd sydtettd zo[n] = a1[n — kJ:

wln] = —0.5z5[—n — 1] = —0.5z[(—n — 1) — k] = —0.521[~n — 1 — k]

Jos jéirjestelmé on aikainvariantti, on oltava ya[n] = y3[n).

Ak ]
X, X, =X, [n-k] Y2
A
X Yy \_lyzzyl[n-k]

Kuva 20: Aikainvariantille jirjestelmille S pétee yo = yok. Ylemmissi kuvassa “siirretién”
alemmassa y:i.

Koska y2[n] # yi[n — k|, el jérjestelmé S, ole aikainvariantti. Sen sijaan jérjestelmé
S on aikainvariantti! Osoita!

d) Jérjestelmd on stabiili (s. 48), kun jérjestelmi antaa rajoitetun vasteen aina kun
syote on rajoitettu (BIBO = bounded input, bounded output). Oletetaan siis, etté
jirjestelmén Sy syotteelle tiedetééin

max|z[n]| < BV n,
jolloin saadaan (kohdassa S5 kolmioepéyhtéldé |a — b| < |a| 4 |b| hyvilksikiyttéen)

lylnl| = z[n+ 1] — z[-n — 1]

< [z[n + 1] + [z[-n = 1]| < B+B _B
2 - 2 -2

Eli jirjestelmé S3 on stabiili, kuten myds sen osatkin.
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e) Jirjestelmi on kausaalinen (s. 46), kun jéirjestelmén vaste y(¢) riippuu vain sydt-
teestd x(t) ajanhetkend ¢ sekd menneisyydessi. Kausaalinen jérjestelmé on realisoita-
vissa (sisiltdd viiviistyksid, ei aikaistuksia), se ei siis kiytd laskennassa tulevaisuuden
arvoja.

Jérjestelmin S vaste riippuu kuitenkin termistd z[n + 1], eli S) el ole kausaalinen.
Jirjestelmin Sy kausaalisuutta pitéié tarkastella myos negatiivisilla n:n arvoilla, jol-
loin huomataan, ettei sekéén ole kaussaalinen.

[5] 0.521[6]
ya5] —0.525[—6]
ya[—5) 0.525(4]

11. *LTTI vaatii sekéi lineaarisuuden etté aikainvarianttisuuden.

a

b

) Ei ole lineaarinen (vakion lisdéminen). On kausaalinen. Ei ole LTI
) Ei stabiili (negaativiset arvot!). Ei kausaalinen. Ei ole LTI
¢) Ei ole lineaarinen (signaalin nelid). On aikainvariantti. Ei ole LTI.

)
d) Ei ole aikainvariantti (ei vakiokerrointa) eiké stabiilikaan. Ei ole LTI.

12. Diskreettiaikainen kausaalinen® LTI-jérjestelmi voidaan esittid lineaarisena vakiokertoi-
misena differenssiyhtiloni

N M
Z agyln — k] = z bra[n — k]
k=0 k=0

jossa on siis vain vakioilla skaalattujen (ag, by) ja viivéstettyjen ([n — k|) sekvenssien
summia. Jos mukana on viiviistettyji y-termeji, tarkoittaa se yleensi takaisinkytkettyé,
rekursiivista jirjestelméd (IIR). Toisessa tapauksessa suodin on FIR.

Huomaa LTI-jirjestelmille “sallitut rakennuspalikat”: signaalin haarautuminen (molem-
piin haaroihin sama signaali), signaalien yhteenlasku, signaalin kertominen vakiolla (kol-
mio niissi kuvissa) ja viiveyksikot (joko D tai 271). Halutessaan voi siis kirjoittaa kuvaa-
jat i-v auki sopivaksi y:n ja z:m esitykseksi, kohta iv on helpoin: y[n] = 0.5z[n] —cos(7/4).

lee vakiotermi — cos(7/4), eikd jérjestelmé ole LTI. Miksi? Kuvassa v operaatio on
signaalien kertolasku, eiké jérjestelmé ole LTT. Miksi?

b) Takaisinkytkettyjd (IIR) ovat i, i. Niiden impulssivaste on dérettémén pitki. Teh-
tévissi 18 on esimerkki jirjestelmistd, jota ei ole takaisinkytketty ja jonka impuls-
sivasteen pituus on siten #érellinen (Finite length Impulse Response). Tehtédvén 19
jérjestelmé on taasen takaisinkytketty IIR (Infinite length Impulse Response).

. Kéyttamalld hyviksi lineaaristen aikainvarianttien jérjestelmien ominaisuuksia (additiivi-
suus, skaalaus, siirto ajassa) voidaan havaita, ettd signaali z,(t) voidaan muodostaa skaa-
lamalla ja viivistamélld o (t):4 x5(t) = 0.5z1(t — 1). Talléin myds vaste yo(t) saadaan
skaalaamalla ja viiviistdmalld eli yo(t) = 0.5y (¢ — 1). Katso kuva 21.

Vastaavasti sy6te x; voidaan ajatella koostuvan esimerkiksi kahdesta yhden levyisestd
suorakulmiosta, joista toista on vain viivéstetty yhden verran enemmén.

Zei-kausaalisessa tapauksessa tulisi indeksin & negatiivisia arvoja mukaan
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Kuva 21: Vastaus 13: LTI:n ominaisuuksien avulla voidaan esittéé yo

14. Lasketaan diskreettiaikainen, érellisen pitkd (téssd tapauksessa lyhyt) konvoluutiosum-
ma kiyttden médritelmii

yln] = aln] * hln] =

a) Lasketaan tdmi tehtévi skaalattujen ja siirrettyjen sekvenssien summana (s. 79-81,
Example 2.1):

o

yin = > hlkfaln —

k=—00
1 =-1

Z hlk]z[n — k] = m:t[n -0 +m1[n —1]
=zan]—zn—1={1,3-1),(2-3),-2}
={L2-1,-2}

Summauksen rajat 0 ja 1 tulivat siis siité, ettd h[n] on nolla kaikilla muilla indekseilla.

b) Lasketaan tdmé tehtévi liu’uttaen yksi ulostulon piste kerrallaan (s. 81-82, Example
2.2):

vl = > Hikleln— A

> hlkaln — k]
k=0

Nyt lasketaankiin siis piste kerrallaan, miké graafisesti vastaa sekvenssien liu'uttamista
toistensa yli, kun toinen sekvensseistéi on kidnnetty. Lin'utus (x-akseli) tapahtuu siis
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indeksin k suhteen.

y[0] = > h[k]2[0 — k] = h[0][0] + A[1]2[-1]

=(1-0)+(-1-0)=0

yll] = 21: Alk]x[1 = k] = h{O(1] + R[1]z[0]
= (k1:?2)+(—1-0) =2

y[2 = 21: hlk]x[2 = ] = h[0[2] + R[1]z[1]
= ;1:(-)3)+(—1-2) =1

3] = 21: Rlk]2[3 — k] = A[0)z[3] + A[1]z[2]
= fﬁo)+(—1-3) =-3

y[4] = i Rlk]2[4 — k] = R[0)z[4] + A[1]z[3]
= (kf?o)+<—1-0) =0

Niin ollen y[n] = 20[n — 1] 4 6[n — 2] — 36[n — 3]. Huomaa, etti tissi b-tehtéviissi
x[n] alkoi “viiviistettynd”, joten myds ulostulo on viivistetty.

Ulostulosekvenssin pituus on kahden konvoloitavan sekvenssin summa miinus 1. Kat-
so seuraava tehtiavi.

15. Lasketaan konvoluutio kun

a) z[n] ja h[n] ovat kuvan 22 kaltaiset. Tehtévissd konvoluutio voidaan ajatella ku-
vassa 23 esitetylld tavalla, jolloin kéytetiddn edellisen tehtéviin b-kohdan liu'utusta.
Impulssivasteessa h[n — k| esiintyvii termi —k aiheuttaa ensinnikin, ettd sekvenssid
h tarkastellaan “kiepauttamalla” se ympiri, kun taas termi n aiheuttaa siirroksen,
joka esimerkkikuvassa 23 on n = 3.

Konvoluution tuloksen kohdassa n = 3 saadakseen on vain kerrottava ne

z[k]n ja h[3 — k]:n arvot keskenifin, jotka poikkeavat nollasta samalla kohdalla ja
summattava niimé yhteen: y[3] = S°4_ h[k]z[3—k]. Timi tehdiiin kaikille n arvoille.
Lopputuloksena saadaan sydtteelle z[n] kuvassa 24 esitetyn kaltainen vaste.
Huomaa, etti sekvenssien pituudet ovat Length{z[n]} = 5, Length{h[n]} = 15 (osa
arvoista on nollia) ja Length{y[n]} = 1545 — 1 = 19. Huomaa myds, ettd ulos-
tulon ensimméinen nollasta eroava kohta on kahdesta konvoloitavasta sekvenssistéi
“jalkimméisen” aloituskohta.

ML LI

q01 2345 01 23 4567 11213 1415 16

Kuva 22: Tehtéivii 15: Jirjestelmin sydte @[n] ja impulssivaste h[n].
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—o—o
b

sl

K

Kuva 23: Konvoluution tulos, kun n = 3. Sydte ja impulssivaste meneviit piillekkéin kohdissa
k=0 jak =1 tuottaen arvon 2.

Kuva 24: Vastaus 15: Konvoluution tulos y[n], korostettuna kohta n = 3 eli y[3] =
S alkAB— K =1 141-1=2

b*) z[n] = a"uln]
h[n] = B"u[n]

Muistetaan, ettd geometrisen sarjan summa, jossa suhdeluku on |¢| < 1
n
. 1— qn+l
> = 14
k=0
Konvoluutiolausekkeeksi saadaan

oo

y[n] = Z oFulk]B" Fuln — k).
k=—o0
Tarkastelemalla askelfunktioita havaitaan, ettd u[k] = 1, kun k& > 0, ja u[n — k] =1,
kun k < n. Summalauseke poikeea siis nollasta kun o € [0, 7], eli

y[n] = Za’kﬁ"_k =" Z ofp k.
k=0 k=0

Kyseessid on nahtévistikin geometrisen sarjan summa, jossa suhdeluku ¢ = §. Kan-
nattaa muistaa, ettd kun n — oo on oltava |g| < 1, jotta sarja olisi rajoitettu.
Sarjalle

n+1
a
"1 (’3) Bt — gt

vl =0 1-95 N f—a
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16. LTI-systeemien assosiatiivisuudesta seuraa, etti
ha[n] * (hy[n] * hao[n]) = (ho[n] * ho[n]) * hy[n],

Kun systeemin hy[n] impulssivaste ja koko systeemin impulssivaste hn] ovat tehtéiv:
annettuja, voidaan péitelld impulssivaste hy[n]. Prosessia kutsutaan dekonvoluutioksi.

Lasketaan ensin konvoluutio h[n] * ho[n] ja merkitéin tité vaikka p[n]:lla:

0 o
plnl = D" halklhaln — k] = > (ulk] — ulk — 2])(uln — K] — uln — k — 2])
k=—o00 k=—00
konvoluution termi u[k] — u[k — 2], jossa kaksi askelfunktiota on vihennetty toisistaan,
poikkeaa nollasta km arvoilla 0 ja 1, joten konvoluutioksi saadaan

pln] = zl:u[n,— k] —u[n—k —2] = (u[n — 0] —u[n —2]) + (u[n — 1] — u[n — 3])
=

Témén perusteella saadaan vasteeksi p[0] = 1, p[1] = 2 ja p[2] = 1, muuten konvoluution
tulos on nolla. (Ylldoleva voidaan toki laskea (d[n] + d[n — 1]) eli {1, 1} konvoluutiona
itsensél kanssa.) Systeemin hy[n] * ho[n] impulssivastecksi saadaan siis :

a) Impulssivaste hy[n] saadaan dekonvoluutiolla. Impulssivasteen hy [n] nollasta poikkea-
va pituus on Ny = Nj, +1— N, eli tissi tapauksessa Ny = 7+1—3 = 5. Tehtivin
voi miettimélld konvoluution kautta parillakin tavalla, joissa etsitdén hy:lle sopivaa
muotoa:

hln] =" plk|haln — K]

joka voidaan avata, koska p[n] tunnetaan:
1-h[0] +2-hifn—1]+1-hy[n—2] = h[n],

Toinen vaihtoehtoinen tapa on ajatella haettavan sellaisia skaalauskertoimia i [n],
joilla saa impulssivasteen h[n] esitettyé p[n]m superpositioina, eli

4
hln] = Z hy[k]pln — k|
k=0
= ha[0lp[n] + ha[1]p[n = 1] + M [2]p[n = 2] + ha[3]p[n — 3] + I [4]p[n — 4]
Seuraavan sivun kuvassa on esitetty, miten hy[n] etsitién ja saadaan lopulta siis
muotoon
hn] ha[0]p[n] + ha[1]p[n — 1] + ha [2]p[n — 2] + ha[3]p[n — 3] + ha[4]p[n — 4]
pln] + 3pln — 1] + 3p[n — 2] + 2p[n — 3] + p[n — 4]
= hi[n] 8[n] + 36[n — 1] 4 36[n — 2] + 26[n — 3] + d[n — 4]
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hinl=h[Olp[n] + h [1]p[n-1] + h [2]p[n-2] + h [3]p[n-3] + h [4]p[n-4]
2

h pln]
T I h,[0] 22

1

wlb---0

I

I

ole-
——6-----eu

Tuloksena saatu impulssivaste
303
2

1
Kuva 25: Tehtévi 16a: Dekonvoluutio

1 1
! !
10 4567

151011

01234567

b) Voidaan laskea normaalina konvoluutiona (jo ennen a-kohdan laskemistakin). Ky-
sytty vaste on kahden impulssivasteen superpositio, jossa siis vihennetién yhdelld
askeleella positiiviseen suuntaan siirretty impulssivaste alkuperiisestéd impulssivas-
teesta eli h[n] — hln — 1], joka on esitetty kuvassa 26.

y[n] = Y02 a[k]h[n — k] = z[0]h[n — 0] + x[1]h[n — 1] = h[n] — h[n — 1]

17. Tehtéviin ideana on vain huomata, ettd LTI-jérjestelmissi tarvittaessa voimme jakaa joko
signaalin tai impulssivasteen osiin. Lasketaan ensin “raa’asti” eli kédytetddn konvoluution
médritelméd.

y[n] = z[n] = h[n] = Zm[k]h[n — k]

k

n—k
= Z?)"k‘ (%1) uln —k+3]
&
n+3

_ Z 371k (1 /) *
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4

Kuva 26: Tehtéivi 16b: Vaste sydtteeseen z[n] = d[n] — 6[n — 1].

Sitten oletetaan tunnetuksi konvoluution osittelulaki:

yln] = 3"u[—n — 1]+ (1/4)"u[n + 3] +(1/3)"u[n] + (1/4)"u[n + 3]

=3 k1) G)”’ku[nm—k] iy (%)ku[k] G)Hu[nm_k]

k=—o00 k=—o00
min(—1,n+3)

- 3 M (I)H +§37w (E)H
1 2 1

k=—00

Jos nyt n+ 3 > —1, saadaan

—1 1 n—k n+3 1 n—k
yl) = Y 37 (Z) +> 3 (Z)
k=—00 k=0
n+3

Z 37K (1 )t

k=—00

Jos taas n + 3 < —1 on jilkimméinen summa nolla ja ensimmiisestd summasta tulee
n+3
ylnl = Y 3/
J—
eli saadaan sama tulos kuin ilman osittelulain kiyttoa.
18. Tarkastellaan systeemid, joka on médéritelty differenssiyhtéloni
yln) = ofn] — ol — 1]
a) Systeemin lohkokaavio (D on viive):

—

Nihd#én siis, ettd laskenta “etenee” vasemmalta oikealle, eiké takaisinkytkentdd ole.
Tisti voidaan jo ennakoida, ettéd impulssivaste on #érellisen pitkd (FIR).
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b) Impulssivaste h[n] on systeemin vaste yksikkoimpulssiin é[n]. Laitetaan siis sydtteeksi
6[n] eli ykkonen ajanhetkelld n = 0 ja saadaan

h[n] = 6[n] — d[n — 1]

x[n] [ -x[n-1] | y[n] = x[n] - x[n-1]
0

0

1 1
0 -1
0 0
0 0
FIR-tapauksissa (differenssiyhtéldissi ei ole viivéstettyjé y-termejd mukana) suoti-
men impulssivaste saadaan siis suoraan differenssiyhtilostd vaihtamalla y h:ksi ja @
d:ksi.

¢) Systeemin vaste syétteelléi z[n] = ()" u[n] on laskettu alle ja piirretty kuvaan 27.

Wl = el =slo-1]
- e
() [t o]

[
n
wlr
n—-1

1234567 0

-
0 b
2127
209

xin] xlnl-x{n-1]

19

171 2
181 3
9.,

01234567 0

Kuva 27: Vastaus 18: Vasteen laskeminen. Vasemmalla z[n], keskelld ylhdalld impulssivaste h[n]
ja alhaalla —z[n — 1] ja oikealla vaste y[n] = >° h[k]z[n — k.
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19. Tarkastellaan systeemid, joka on mééritelty differenssiyhtélond
1
i)~ yln—1] = b
1
y[n] iy[n — 1] +z[n]
a) Systeemin lohkokaavio (D on viive):

x[n]

@

Nyt ndhdéén, etti kaaviossa on takaisinkytkentid. Taméi tarkoittaa siis toisin sanoen
rekursiivista laskentaa eli ettd ulostulon laskemiseksi tarvitaan joitakin entisid ulos-
tulon arvoja. Impulssivasteen pituudeksi tulee déreton (IIR); kilytdnnon asioihin ei
téssd puututa (bittiméiira rajoittaa esitystarkkuuden).

Esimerkiksi Fibonaccin lukujonon voi hyvin helposti esittéé rekursiivisessa muodossa
kahden edellisen luvun avulla, mutta se on mahdollista my6s yhté lailla esittdd ei-
rekursiivisena (FIR).

Impulssivaste h[n] saadaan sydttamélli systeemiin yksikkdimpulssi 6[n]:
n | x[n] | 1/2y[n-1] | y[n] = x[n] + 1/2 y[n-1]
-1 0

Nihdan, etté hln] = (3)" un].

Differenssiyhtiloiden ratkaiseminen tapahtuu kahdessa vaiheessa. Ensin ratkaistaan
homogeeninen yhtild, jossa hiiridtermi z[n] on asetettu nollaksi. Tyypillinen yrite
on y[n] = 2". Erityisen yhtilén ratkaisu taas saavutetaan yritteelld, joka on samaa
muotoa héiridtermin kanssa. Koko yhtdlon ratkaisu on néiden kahden ratkaisun li-
neaarinen yhdistelmé

y[n] = Ayn[n] + Byy[n],

jossa A saadaan mahdollisesta alkuehdosta ja B erityisen yhtilon ratkaisusta. Toi-
mitaan edelld kerrottuun tapaan tehtéivid ratkaistessa.

HY.

n

1
y[n] — iy[n —1]=0,sij. yrite y = 2

1
oo 527171 =0 |-zt

R
"2
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Homogeenisen yhtélon ratkaisuksi saadaan siis

wi=4(3)"

E.Y. Tutkitaan tilanne, jossa n > 0.

yln] — %y[n —1]=z[n] . sij. yrite y = Ba[n] = B (5)

) )

@B—%B:l@B:—Z.

Téydellisen yhtélon ratkaisu on siis muotoa

a3 ()

Kyse on kausaalisesta systeemisti, silli mitdéin arvoja ei pyritd ennustamaan
tulevaisuuden perusteella. Tiésti syysti ovat vasteen y[n] arvot =0 kun n < 0,
silld tuolloin sydte z[n] = 0. Témin alkuehdon perusteella saadaan

ol0] = 3(-1] = D],

jossa y[—1] = 0. Sijoitetaan tihin tiydellisen yhtilon ratkaisu :

j()<> (5)

joten tdydelliseksi ratkaisuksi saadaan :

ol {s (@ —2()", n20

0, n<0
Tehtiviin voi ratkaista myés (1) z-muuntamalla 2 ja ym, hakemalla osittais-
murtokehitelmén avulla kertoimet ja muuntamalla takaisin aikatasoon tai (2)
konvoluutiolla z[n] = h[n]. HUOM! Numeeriset ratkaisut ovat aina vain numee-
riisia, mutta niilli pidsee alkuun:

n | x[n] [1/2y-1] | y[o] = x[n] + 1/2 y[n-1]

110 0 0
1 0 1
1/3 | 1/2 5/6
1/9 | 5/12 19/36
1/27 | 19/72 65/216

20. LTI-jérjestelmd muuttaa vain syotteen amplitudia - ei taajuutta, katso kappale 3.2, s.
182: v
e H () een

Téten S ei voi olla LTI, mutta Sy voi olla.
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21. Synteesiyhtild on:
+o0
z(t) = Z ay, ehot
k=—o0c

Nyt kertoimet a; ovat:

Kun perusjakson pituus on 7" = 4 niin fo = 1/4 ja jolloin wy = 27 fy = 0.57. Saadaan
kuvan 28 mukainen signaali kiiyttaméalld kertoimia a_y = a; = 2,a_3 = a3 = —1jaa, =0
muilla A arvoilla:

+oo
2(t) Z ay, e?Fot

k=—o0

b ay @Dl g (Dot g T Ot g g (Dot 4
—1eI(=3N05ME 4 90i (=105t 4 95 (1)(0.5m)t _ 1 0i(3)(0.5m)t
(7B 4 I | 9(pi(-05ME | (i05m)y

—2 cos(1.5mt) + 4 cos(0.5t)

Kuva 28: Vastaus 21: z(¢) koostuu kahdesta kosinista (eli neljésti Fourier-kertoimesta).

22. Vastaukset voidaan nihdé suoraan sarjaesityksesti (synteesiyhtilosti)!

a) 2(t) = ... +a_je D0t = emwot,
josta a_, = 1 ja kaikille muille k:n arvoille a; = 0. Huomaa, etté signaali on komplek-
sinen, jolloin Fourier-kertoimet eivét ole symmetrisesti y-akselin ympéri.
Voidaan laskea my6s analyysiyhtélon

1
=7 /Tr(f) eIkt gy

avulla. Télloin esimerkiksi kerroin a_

1 1 1
==zt z'”‘l)“""dt:f/ —Jwot -“‘“dt:f/ldt:l
- T/Tl()t TS T Jp
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Muilla k:n arvoilla integrandiin tulee eksponenttitermin argumenttiin 27:n moniker-
ta, jolloin integraalista yli yhden jaksonpituuden tulee nolla.

Nyt pitdd ensin selvittdéd peruskulmataajuus. Ensimmiisen summattavan jakso on
Ty = 1 ja toisen T, = 2/3. Niin ollen summasignaalin perusjakso on Ty = 2
(Ty = 2Ty = 3T) ja wy = 27/Ty = 2r/2 = 7. Kiiyttien Eulerin kaavaa laske-
taan eksponenttiesitys kosineille kiiyttien peruskulmataajuutta wy = m:

cos(2mt) = cos((2)(m)t) = 0.5 (/@™ 4 eI (=21

ja cos(3mt):1ld samoin,

cos(3mt) = cos((3)(m)t) = 0.5 (/DM 4 I =I(E)

joiden avulla

(1) = a_yed IO 4 q_yd O | IO g i@t

josta kertoimet
a_3=az=1/2, a_y = a; =1/2, muulloin a; = 0.

23. Jaksollinen signaali z(t)

Kuva 29: Alkuperiiinen signaali z(t), kertoimet ay

a) ap antaa signaalin keskiarvon, DC-komponentin.

w=7 /, ()t = 1/2 /21(t)dt - %

b) Signaalin derivaatta on

Kuva 30: Signaalin z(t) derivaatta

Kirjassa on johdettu kertoimet suorakaidepulssille (Example 3.5) ja vastaavalla ta-
valla siirretylle ja skaalatulle (Example 3.6) suorakaidepulssille. Sivulla 194 (kaava
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-2 T, T2
0

Kuva 31: Signaali, jonka Fourier-kertoimet dj, tunnetaan

3.44), Ty on kohta, jolloin askel putoaa nollaan ja T on jaksonpituus, katso kuva alla.
Télloin kertoimet:
_ 2 sin(kwyT})

& kwoT

JE#0
Taulukosta 3.1 ndhdéén, ettd kun signaalia, jonka Fourier-kertoimet ovat ay, viivés-
tetddin aikatasossa tg, niin siirretyn signaalin Fourier-kertoimet ovat aje7*oto,

Tissi tehtivissd (derivaatan) signaalin keskiarvo on nolla eli by = 0. Signaalin ampli-
tudi on kaksi ja Ty = 0.5, T' = 2, josta wy = 27" = 7. Jaksonpituuden skaalaaminen ei
vaikuta kertoimiin, mikéli Fourier-sarjan perustaajuus skaalataan samalla tekijélla.
Signaalia on viivistetty to = 0.5.

Niiin saadaan (dj on kaavasta 3.44 saatu, ylli nikyvi tulos (kaavassa 3.44 merkitty
ay), ¢ on kahdella kerrottu suorakaidepulssi, b tdmé siirrettyni, jolloin saadaan

tehtéiviissi kysytty (derivaatan) funktio),

2 sin(kwoT})
2d, =2 W
9 2 sin(km/2)

2km
9 sin(km/2)

km

o e Jkwoto
¢ eIkT/2

L ST/2)
km

Derivointiominaisuus Fourier-kertoimille tarkoittaa, etté jos signaalin z(t) Fourier-
kertoimet ovat ay, niin derivaatan dz(t)/dt Fourier-kertoimet ovat jkwy ay.

Olkoon nyt téssé tehtéviissi alkuperiiisen signaalin kertoimet ay, jolloin aj jkwy
antaa kohdassa b ratkaistut by:t. Koska 7= 2, niin wy = 7.
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a jheo 25i11(k7r/2) e g
km

1 25i11(k7r/2) R
Jkwy km
;j sin(km/2) k)2
km 2 [
(=) suz;k:éz) o—ikT/2

™

. 11 o, —jk, —jk,

(—4) 2(k7r)72_j(€]k /2 _ ik /2) gmikn/2

(km)? (1=e)

_ - ﬁ k pariton
0 k parillinen
Keritidn tulokset c-kohdasta, eli kertoimet alkuperiiselle signaalille:
(ki)?v k pariton
ak =9 3 k=0
3 k # 0 A k parillinen

Kertoimet olisi voitu toki ratkaista suoraan laskemalla.

24. *Koska z(t):mn perusjakso on T = 6, niin kirjoitetaan Fourier-sarja
x(t) = Zak eItk /3
k

Signaalin reaaliarvoisuudesta seuraa, ctté |ay| = |a_x|. Koskaay = 0, kun k = 0,3,4,5, .. .,
niin silloin a;, # 0, kun k& = —2, -1, 1, 2. Silloin
z(t) = a» eI2m/3 4 aj; eI/ 4 g eIt/ ay e~ tm/3
Koska a; > 0 ja reaalinen, niin
2(t) = a2 cos(tm/3) + az 23 4 af eI/3
Yhtilostd x(t) = —z(t — 3) seuraa, cttd
2(t) = a2 cos(tn/3) + as 1273 4 ay eI/
= —ay2cos((t — 3)7m/3) — ag /I3 _ g5 o7I(t=3)27/3
—ar2cos((t — 3)m/3) — e 92 (ay 27/ 4 ay e7I12/3)
= —ay2cos(tm/3 — ) — ag /23 — g e=I/3

= a2 cos(tm/3) — ay 73 — a3

Tista seuraa, etti az e/27? + a3 e 727/3 = 0 eli ay = 0. Saadaan z(t) = a;2 cos(tn/3) =
Acos(Bt+0). Vakiot ovat A = a,2, B = 7/3,C = 0. Ominaisuus v) kertoo, etti Y |ax|* =
1/2 eli 2a? = 1/2. Tisti saadaan a; = 1/2 eli A = 1. Lopulta on osoitettu, etti x(t) =
cos(tr/3).
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25. Synteesiyhtils on

z[n] = Z ay, e7hon

k=(N)

Nyt kertoimet ay, ovat:

Huomaa erityisesti, ettd diskreetin signaalin Fourier-kertoimet ovat jaksollisia,
toisin sanoen esimerkiksi ag = a5 = a_5 = a9 = a_19 = .... Merkitéiédn niissd vastauksissa
ylld mainittuja kertoimia merkinnélld k& = (0) eli toisin sanoen k = 5m, jossa m € Z ja 5
tulee jaksonpituudesta.

Kun perusjakson pituus on N = 5, jolloin wy = 27/N = 0.47. Saadaan:

2
[n) Z ag eIk

k=2
1/ =D04mn | 9 i(=D)O4mIn | 1,0 4 9pi(D0ATIn _ 1 i(2)(04m)n
_(e—J(o.sn)n +e](().87r)n) +1 +2<8—](U.47r)n +€J(U.4ﬂ)n)

—2 cos(0.8mn) + 4 cos(0.47n) + 1

Kuva 32: Tehtévé 25: —2cos(0.8wn) + 4 cos(0.4mn) + 1

26. Edelleen pyydettiin analyysiyhtélolld, vaikka késin laskettaessa lyhyitd muunnoksia padt-
tely synteesiyhtilon kautta on ehkéd ndppéardmpéd. a-kohta lasketaan seké synteesi- etti
analyysiyhtélod kiyttéden.

a) Peruskulmataajuus wy = m/3 ja jakson pituus N = 6. Kertoimet voidaan péitelld
synteesiyhtilon kehitelmésté, ja saadaan
21[n] = ..+ as @I gy 4 ap I WA 4

josta a_y = a; = 1/2, jamuut a; = 0, kun k = (—2,0,2, 3).
Jos halutaan kéyttdd analyysiyhtilod, muokataan kosini Eulerin avulla eksponentti-
muotoon ja lasketaan:




T-61.140 SKJ (Esimerkkitehtéivid 2004) Sivu 41 / 74

Z xn]eIkwon

n=(0,1,2,3,4,5)

(055D 0 5IOF/3nY =ik(a/Dm

(0‘561(71)(7r/3)7167]k(7r/3)n) + (0(561(1)("/3)"5*#6("/3)")
n=(0,1,2,34,5)

0.567‘/&/3)1z(l+k) + 0.561(1r/3)n(17k)

D= oI Sl ol

n=(0,1,2,3.4,5)
_ {0.5, kun k= £1, %6, ..

0, muulloin

b) Ensimmiiisen summattavan jaksonpituus on N; = 4 ja toisella N, = 8. Télloin
perusjakso N = 8 ja peruskulmataajuus wy = 7/4. Saadaan siis

0] = o+ g DI DG Gy g IO g, A

josta a_y = %,u,l = %,ul = %,a; = zi] ja muut ap = 0, kun k = (—3,0,3,4).

27. Fourier-muunnos, sinc-funktio. Kirjan esimerkit 4.4 ja 4.5.

a) Laske Fourier-muunnos signaalille

1|t < T,
o(t) = <
0,1t > Ty

Fla()} = X(o) — [ Tt et

o

Ty
= / Le dt
=T

L

—jw -

L (e ety
—jw

JLW (1 oiem)

2
= Zsin(wT}),w #0
w
Kun w = 0 eli halutaan ns. DC-komponentti, voidaan ylldoleva viela muuttaa muo-
toon

27 sin(wTh)

X() =
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joka ldhenee 277:4, kun w — 0, koska tiedetéén, ettd # — 1, kun = — 0.

b) Esité a-kohdassa saatu F-muunnos sinc-funktion avulla, sinc(f) = 2222

2 sin(reLt)
” sin(wT}) (m)

2 (smc?“’?g‘)(m))

T
2T sinc (%)
T

28. F-muunna seuraavat signaalit ja impulssivaste kiyttden hyviksi taulukkoa (aikasiirto,
lineaarisuus, derivointi ajassa) ja aiempia tuloksia (tehtivi 27).

2 Zl(t):{z 0<t<2

0, muulloin

Kyseessii on tehtévin 27 signaali, jota on viivistetty yhdelld (sekunnilla) ja kerrottu
kahdella (piirrél). Lisiiksi 77 = 1. Taulukosta nihdéén ajassa siirtdminen: jos z(t) <
X (jw), niin z(t — tg) < e 70X (jw).

wl
Xi(jw) = 2e71X(jw) =27 (2 . 1si11c(i))
s
= 4e ¥ sinc(f)
™
1, 0<t<1
3, 1<t<2
2, 2<t<4
0, muulloin

b) aa(t) =

Tissi voidaan kiyttdd hyviksi lineaarisuutta eli ajatella signaalin z(¢) muodostuvan
(vaikkapa) kolmen osasignaalin summana. Ensimméinen (X»,) on yhden korkea suo-
rakaide vililld 0..1, toinen (X5;,) kolmen korkea viililld 1..2 ja kolmas (X5.) kahden

LT, 0-0RoT, o1 gt sty 1) 1

Kuva 33: Suorakulmafunktion z(t) Fourier-muunnos on sinc-funktio
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korkea vililld 2..4. Kdytetddn edelleen tehtivin 27 tulosta X (jw) = ZTlsinc(“’TT‘),

Xo(jw) = Xoaljw) + Xap(jw) + Xoc(jw)
i . 0.5 " . 0.5 ; . ¢
e 705 (sinc (_w)) +3e 77 (sinc (%)) + 4¢3 (sinc (;))

T

h(t) = e Du(t —2)

Nyt ni n, etté kyseesséi on ajassa siirto t) = 2 ja taulukosta nihdéén muunnos-
pari e~ *u(t) < “‘]w, jossa a = 1. Néin impulssivasteesta h(t) saadaan taajuus-
vaste H(jw)

1 .
Hi(jw) = e—iwto s
3(5w) a+ jw 1+ jw

1-t, -1<t<1
z4(t) = :
0, muulloin

Aiemmin tehti i, 23 kolmioaalto oli jaksollinen (nyt ei-jaksollinen). Nytkin kiy-
tetéddn hyviksi derivointiominaisuutta. Néhdéén (piirril), etti

1, —1<t<o
-1, 0<t<1
Nimé ovat kaksi suorakaidetta (aikaistettu Xy, ja vilviistetty seké negatoitu Xy ):
. - 0.5 5 0.5
Xo(jw) = e 09(2.0.5sinc (—o0)) — =09 (2. 0.5 sine (—ar))
™ ™

0.5w

(sinc ( . ))(25 sin(0.5w))

Taulukosta nihdaan, etta Lz (t) < jwX (jw). Nyt siis

zy(t) = ’L‘%f” < jwXy(jw) = Xy (jw). Xy (jw) tunnetaan, joten saadaan

Xy(jw) = i%Xy(jw) = ]%) (sinc (%))(2} sin(O.Su)))

DC-komponentti saadaan lasketuksi: | X4(0)] = 1, joka on kolmion z(t) pinta-ala.

29. Konvoluutio-ominaisuus (s. 314)

Y1) = h(t) * 2(t) = ¥ () = H(jw) X (jw)

Laske impulssivasteiden hy(t) = e %%u(t) ja ho(t) = 2e~'u(t) konvoluutio hy(t) * ha(t)
kéiyttdmalld F-muunnoksen konvoluutio-ominaisuutta (muunnosten kertolasku, osamur-
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tokehitelmélld tulo summatermeiksi, kiifinteismuunnos takaisin aikatasoon).
1
0.5 + jw
1
Hy(jw C—
2(jw) T+ jw

H(jw) H1(jW)H2(JW):( : )( ’ )

0.5+ jw 1+ jw

Hi(jw)

Halutaan H (jw) kahden ensimmiisen asteen rationaalipolynomin summaksi. Kéytetdin
osamurtokehitelmid hajottamaan kertolasku summaksi. (Kertaa osamurtokehitelmé
(partial fraction expansion) matematiikasta tai Appendix A, jos ei ole tuttu!)
A 4 B A+ Ajw+05B+ Bjw
05+jw 14w (054 jw)(1+ jw)

Saadaan yhtéloryhmé

A4+058 =2
A+ B =0
Niiistd saadaan A = 4, B = —4, joten taajuusvaste H(jw) ja sen kidnteismuunnos (tau-
lukosta!) impulssivaste h(t) ovat
4 4
05+ jw 1+ jw
h(t) = 4de”"tu(t) — detu(t)

H(jw)

Tité ominaisuutta Y (jw) = H(jw)X (jw) kiiytetéisin runsaasti!
30. Kéénteinen F-muunnos

a) Laske kiifinteinen Fourier-muunnos

_ 1l <W
X(jw) = .
0, |w| > W
Laske vastaavasti kuin tehtéviissi 27. Tulos: z(t) = w
b) Esité a-kohdassa saatu signaali sinc-funktion avulla, sinc(f) = <222
w W

Laske vastaavasti kuin tehtiivéssi 27. Tulos: Ysinc(*t)
¢) Duaaliominaisuus tarkoittaa, etti suorakulmafunktio muuttun muunnoksessa sinc-
funktioksi ja péinvastoin. Tétd on selvitetty kirjassa sivulla 309-310 ja luentokalvois-

sa.
31. *Lisii laskentaa

a) Laske h(t) = etu(—t) ja x(t) = e'u(t) konvoluutio y(t) = h(t) * x(t) kiyttamalld
konvoluutio-ominaisuutta.
X(jw) = ﬁ ja H(jw) = ﬁ Jilkimméinen muunnos seuraa, koska h(t) = z(—t).
Kirjoitetaan Y (jw) = X (jw)H (jw) osamurtoina:
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A, B _ 1
1+jw 1—jw (1+jw)(l—jw)
Lasketaan A kuten ylli tai kertomalla yht#dls A:m nimittéjilld ja sijoittamalla A:n
nollakohta.

Y (jw) =

(14 ) +io); !

A B _ v
1+ jw pju’ 14 jw)(1 — jw)
Pt L) N S

1—jw jw
1
A==
2

Samoin saadaan B:

(1—jw)Y = ,sij jw=1 =

1+ jw)’
1
B=—-
2

Siis Y (jw) = %(ﬁ +15 ) Silloin

1

§(0) = 3(@l0) +h(D) = 5(ult) + u(—1) = {0‘567“ o

0.5¢!, t<0

Laske R(jw), kun r(t) = e Mlcos(2t). Ry integroimalla, R, taulukosta, niiden kon-
voluutio.

Kyseessi on selviistikin kahden funktion tulo, jolloin vastaavan Fourier-muunnoksen
saa konvoluution avulla. Merkitédn tulosta X (jw) = X (jw)* X»(jw) :lla. Lasketaan

ensin
oo 0 -
Xi(jw) = / e"t‘e’]“’tdt:/ e(l’lw')tdtJr/ e~ (it gy
o . A

0 oo
1 Qg _ L (et
1—jw|_ 1+ jwly

1 N 1
1-jw 1+jw

2
14 w?

ja sitten sivun 329 taulukosta
Xo(jw) = wld(w —2) + 5w +2)].
Lasketaan nyt konvoluutio
too 9
/700 Tl = 7= 2) + 8 — 7+ o =

eli wn avulla
2m

X(w) = ——
() Tt w2 11
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32. Laske seuraavien signaalien Fourier-muunnokset:

a) afn] = dln — 1] + 3l + 1)

X(e*) = Z z[nje " = Z (8[n — 1] + 8[n + 1])e=9*"

n=—o00 n=—o0

= ¢+ =2cosw

b) z[n] = (3)" 'uln — 1]

— 1
X)) = 3 apledr =Y G Yuln — 1)e 7"
n=—oo n=—oo

Z(%)nflefjum _ 22(%)%%“"
n=1 n=1

—jw

—ME : yreTien = €
- 1
— Lle—jw
2€

n=0
Geometrisen sarjan summan “muljautuksen” voi ajatella vaikka muuttujanvaihtona

n = m+1

33. Diskreettiaikainen Fourier-muunnos on aina 27-jaksollinen:

oo %
Jilwt2m)y _ . —jlwt2mn _ —jun ,—j2mn
X(e )= E z[n]e = E z[n]e ¢

n=—oc n=—oc

a) \X(e](”/‘”)\ b) ZX (e/™/V) = arctan(4/3) ~ 0.927
) X () = d) X (9442 = 3 4 45
4000 Hz - (7/4)

= 500 H:
27 “

e) Jos f; = 4000 Hz, niin f. =

34. Jaksolliselle signaalille voidaan muodostaa Fourier-sarjan. Sille voidaan laskea myds Fourier-
muunnos (s. 367-372, Example 5.5). Muistetaan myds, etté sin(f) = cos( — 7/2).

z[n] = sin((7/6)n +7/4)
cos((m/6)n —/4)
r((,/uw/ﬁ)u ) 4 /O

5(e/R/Om =7/ . =iln/On ei=m/1))
(0'587”/4)87(7/6)" + (0. 58771'/4) —jn/6n

Jokaista eksponentiaalis ignaalia z[n] = /0" vastaa yksi piikki taajuustasossa taajuu-
della w = wy, ja 27-jaksollisuus huomioon ottaen: X (e/) = 37 27 §(w — wy — 271).
Koska sini/kosini voidaan esittdé kahdella eksponenttifunktiolla, tulee taajuustasoon siis
kaksi piikkid per 27-jakso. Amplitudispektriin tulee kyseisen kompleksisen kertoimen (tés-
siw=m/6: 0.5e7* jaw=—r/6: 0.5e/7/*) itseisarvo (27 - 0.5 = ) ja vaihespektriin
kompleksisen kertoimen kulma (w =7/6: —7/4, w= —7n/6: 7/4).
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[X(eNjw)l arg{X(erjw)}
Tt

T T T T T I T T
- o-m2 | w2 m -2 | e o

T

35. Pidttelyd Fourier-mééritelmisti tai -taulukoista.

a) Tarkastelemalla diskreetin Fourier-muunnoksen laskukaavaa saadaan

o 3

X(el) = Z z[n)e 0 = Z z[n] = 6.

n=—o0 n=—oc

b) Tarkastelemalla signaalia havaitaan, etté sen aikasiirto z[n +2] tuottaa reaalisen, pa-
rillisen signaalin r[n], jonka Fourier-muunnos on tunnetusti myskin reaalinen ja pa-
rillinen (arg R(e’*) = 0). Sama toimii myds kiénteisesti, eli mikéli luodaan yllioleva
reaalinen parillinen signaali ja viiviistetddn sitd kahdella r[n — 2|, saadaan tarkastel-
tu signaali z[n]. Taajuustasossa tdmé tarkoittaa sité, ettd tarkasteltavan signaalin
taajuusvaste saadaan reaalisen signaalin Fourier-muunnoksen R(e/*) ja aikasiirron
eI« avulla

X(e) = e 9 R(e) |
missii R(e’*)m kerroin tulee juuri aikasiirrosta (ng = 2). Ylldoleva X (/) yh-
tiilo on nyt muotoa X (e/) = ¢/ 28X X (¢7)| joten kulmaksi saadaan suoraan
arg X (e¥) = —2w.

Kulma voidaan myos laskea seuraavasti:

X (e7) = e Y R(e1¥) = (cos 2w — j sin 2w) R(e?¥),
—R(e’*) sin 2w

: J9Y — ar 7 T = 2w
arg X (e’*) = arctan [ R(c7) cos2 ] 2w.

Tarkastelemalla kiénteisen Fourier-muunnoksen kaavaa

1o
z[n] %/ X (¢%) & dw

2

havaitaan, ettd

* ~
z[0] = %/ X (&%) dw & X (&%) dw = 272[0] & / (%) dw = 4,
-

Jox
kun z[0] = 2.
d) Diskreetin Fourier-muunnoksen kaavasta

oo

X (&) = Z

n=-o00
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Kun n on parillinen, on e™/™ = 1 ja kun n on pariton, on e™/™ = —1. Niin saadaan

X(&™) =Y apl(-)"=1-1+2-1-1+42-1+1=2

n=
¢) Taulukosta (s. 391) nihdéén, ettd
i 1
Re{X ()} «— w[n] = 5(ac[—n] +a[n]}.
Niin ollen signaalista tulee kuvassa 34 esitetyn mallinen.

Xeln]

S

Kuva 34: Parillinen signaali z.[n].

1

f) Parsevalin relaatiosta saadaan

% 7: X(e“){zdw: i |[n][*

n=—o0

~
/ [X (@) do=2m (14+1+4+1+1+4+1+1) =28

Taajuusalueen derivaatalle pétee
j;X(e“) < nzxn].

Parsevalin relaation avulla voidaan nyt kirjoittaa

[ﬂ % w = 2m Z |—jnzn])* = 2% Z n2a[n]?

n=—00 n=—o0

Ja tulokseksi saadaankin

7 dX (e3%) |2
/ d(e ) dw =2m(9+1+1+9+ 64+ 25+ 49) = 3167.
- w

T

36. Reaalisella signaalilla on y-akselin suhteen symmetrinen amplitudispektri: Ne ovat aina
27-jaksollisia, esimerkiksi vililli —7..7 tai 0..27 ja niiden 2m-monikertoina (Katso teh-
tévi 33.). Jos taajuuksiin liitetdén fyysinen arvo véridhdysti sckunnissa (fs, Hz), niin

néiden suhde on
Je _ We _ frorm

o 2
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X(ejw)l X(ew)l IIX(@JW)\
‘ ‘ |
0

A A

f
=21

T o

Kuva 35: Diskreettiaikaisen sekvenssien spektrit ovat 27-jaksollisia

37. Kuvan 11 vasemmassa sarakkeessa ylhéilld on kohinaa. Valkoisen kohinan spektri on va-
kio. Nyt meilld on vain pieni niyte kohinaa, joten sen spektrikin oikealla alhaalla niyt-
téd sotkuiselta. Siistimpi spektri saataisiin laskemalla F-muunnos pienemmissé ikkunoissa
(pienempi taajuuden erottelukyky). Jos kohinaniytteité otettaisiin paljon ja niiden osas-
pektreistd laskettaisiin keskiarvo, pééstéisiin myos lahemmés vakiota.

Vasemmalla keskelld on jaksollinen signaali, joka on puheiiiinteesti “o”. Perusjakson aika
on kuvasta vajaa 0,01 sekuntia, miké vastaa noin yli 100 Hertzin komponenttia. Sitten
signaalista 1oytyy useita nopeampijaksoisia komponentteja. Taajuustason kuvaaja on siis
ylimpéné.

Jasemmalla alhaalla on nauhoitukseen séihkéjohdosta indusoitunut verkkojénnitehéirio,
jakso 0,02 sekuntia. Se nikyy suurena piikkiné oikean sarakkeen keskimmiisessd kuvassa
kohdassa 50 Hz.

. Suodintyypeissi alipiéisté pédstii lipi signaalin matalat taajuudet, jne. Amplitudivas-
teesta voidaan erottaa pééstokaista, transitiokaista ja estokaista tiettyjen rajataa-
juuksien kohdalla.

[—
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39. Signaalin suodattaminen ali- ja ylipdéstosuotimella

a) Signaali z(t) aikatasossa:

a3 0= o D3

b) Selvitetéiéin ensin peruskulmataajuus. Ensimméisen summattavan 77 = 1 ja toiselle
T, = 0.1. Néin ollen summasignaalille Ty = 1 ja wy = 27.

Lasketaan eksponenttiesitys kosineille kiyttien peruskulmataajuutta wy = 27:

2(t) = a_goel T 4 g I DR L g eI CME 4 g el (10

josta saadaan kertoimet

a1 =a; = 0.5, a_19 = ajp = 0.15, muulloin a; = 0

Ideaalinen alipiistosuodin rajataajuudella w,:

. Lw<w
H(]W):{OH>:
W e

Koska suodatus (konvoluutio y(t) = h(t) * z(t)) tarkoittaa taajuustasossa muunnos-
ten kertolaskua Y (jw) = H(jw)X (jw), niin Fourier-kertoimet a_; ja a; kerrotaan
ykkoselld ja a_19 ja ai9 kerrotaan nollalla. Jéljelle ji4 siis aikatasossa matalataajuuk-
sinen sini.
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T ot

d) Ideaalisella ylipddstosuotimella jii suodatuksen jilkeen korkeampi komponentti jil-
jelle. LTT-jérjestelmiit toteuttavat siis taajuusselektiivistd suodatusta.

40. Konvoluutio-ominaisuus (s. 382)
y[n] = hln] * z[n] Y(e™) = H(¥) X (e)

Idea on siis se, ettd pyritdéan vilttdméédn aikatason konvoluution laskeminen, miké voi olla
usein varsin ongelmallista. TAdmé& saavutetaan Fourier-muuntamalla konvoloitavat signaa-
lit, kertomalla muunnokset keskenién ja lopuksi kddnteismuuntamalla saatu tulo loppu-
tulokseksi y[n].

a) hln] = (6[n — 1] — 6[n — 2]), z[n] = 0.6"u[n]
Téssé ndhdddn heti, ettd taajuusvaste
H(e™)
jolloin
1
1—0.6e—«
josta saadaan sama kuin aikatason konvoluutiosta:

1

—jw .,
1 —0.6e=3«

Y(e¥) =e ¢

yln] = 0.6 uln — 1] — 0.6" 2uln — 2]

Téssé konvoluutio-ominaisuudesta ei ole juuri hydtyé, koska konvoluution laskemi-
nenkin on helppoal
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hln] = 04" Yu[n — 1], z[n] = (—0.7)"u[n]

Téssd jouduttaisiin konvoloimaan kaksi eksponenttifunktiota keskendén, mikd on
hankalampaa. Muunnetaan siis osittain:

1

H(e* —jw
) = e T
1

o
X = Thomew
Y(e¥) = HE*)- X(e) = e — L !

"1—04e* 1407

Kuten laskarikierroksella 5 tehtéviissi 3 joudutaan nyt suorittamaan osittaismur-
tokehitelmé, jonka tarkoitus on saada Y (¢/*) kahden ensimméisen asteen rationaa-
lifunktion summaksi:

Y(e) = A +

—B__
T—ae=7@ T T-be 7%

Harjoittele osittaismurtokehitelmié! Lopputulos:

VS SRS SV Vit | RN /1)
' 1—04e% 1+0.7¢77* 1—0.4e3« 1+0.7¢77%

Ensimmaisen asteen lohkot voidaan kéénteismuuntaa suoraan taulukon avulla:

y[n] = hin] * zn] = (4/11) - 04" u[n — 1) + (7/11) - (—=0.7)"ufn — 1]

. Tehtéivissi annettu yhtdlé on Xm ja G jaksollinen konvoluutio (s. 388-389), joka voi-
daan kirjoittaa pienen muunnoksen jélkeen konvoluutiomerkinnalla

% / X()G(T“0)dh = X (e9) % G(e™) = 1+ eI

misté seuraa konvoluutio-ominaisuutta kéyttéen, etté signaalin y[n] = x[n] - g[n] Fourier-
muunnos on 1+ e~/ Téllainen signaali on diskreetin Fourier-muunnostaulukon avulla
1, n=0,1

yln) = P71+ ¢ 7%} = 8ln] + 6ln — 1] = {o. muulloin

Ratkaisua voi hakea esimerkiksi graafisesti piirtdmélld z[n], haettava g[n] ja y[n] allekain
ja etsid sopiva g[n]. Kohdassa a) saadaan g[n] = y[n]/z[n] = 1/(=1)",n=0,1 eli
1, n=0
glnl=4-1, n=1

0,  muulloin

Kohdassa b) saadaan g[n] = y[n]/z[n] = 1/(1/2)",n = 0,1 eli

1, n=0
gnl=42, n=1
0, muulloin
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42. Otetaan esimerkki tehtivin tilanteesta. Alla olevassa kuvassa kaksi vasemmanpuoleista
kuvaa esittavit alipdédstosuotimen taajuustason taajuusvastetta ja impulssivastetta aika-
tasossa. Alipadistosuodinhan keskiarvoistaa (MA, moving average), joten impulssivasteen
arvot samanmerkkisidi; suotimen kiytostd voidaan pitdd painotetun keskiarvon laskemi-
sena. Amplitudivasteen x-akseli on normalisoitu viilille 0..1, jossa 1 vastaa 7:& tai puolta
néytteenottotaajuutta. Koska signaali on reaalinen, voi amplitudivasteen ajatella sym-
metriseksi y-akselin suhteen.

Kaksi oikeanpuoleista kuvaa esittéviit tapausta, jossa joka toinen impulssivasteen arvo on
asetettu vastaluvuksi eli alipadstosuotimen impulssivaste on kerrottu lukujonolla

{1, =1, 1, =1, 1, —1, ..}. Téstd uudesta impulssivasteesta laskettu suotimen amplitu-
divaste on kolmannessa kuvassa. Huomataan, ettd suotimesta on tullut ylipdistosuodin.
Tarkastellaan nyt tilannetta matemaattisesti, joka lihtee kauniista esityksestd e/™ = —1.

U

H‘Wm

Kuva 36: Esimerkki alipéifistosuotimen impulssivasteen moduloinnista jonolla (—1)". (a)
[Hip(e™)]. (b) hupln], (c) [Hap(e™)], (d) hpln].

a) Saatetaan impulssivaste muotoon

hagln] = (=1)"hp[n] = 77" hyy ).

Kuva 37: Modulointi lukujonolla (—1)".

Fourier-muunnokseksi tulee nyt

x ©
Hyy () e D T (D

.
S5 e = i, ()

eli siis taajuusvastetta siirretdéin m:n verran eteenpiiin. Huomaa, etti diskreetin
Fourier-muunnoksessa taajuustaso on 2m-jaksollinen (27 vastaa néytteenottotaa-
juutta). Jos tilanne piirretéiéin, on alipddstdsuotimen taajuusvaste

E o i " F—

Ja niin ollen saatu Hp,m taajuusvaste on
Hy,, on siis ylipadstosuotimen taajuusvaste.
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b) Tehdéin a) -kohta kiiéinteisesti
hipln] = (=1)"hpp[n] = €™ hyy[n].
Fourier-muunnokseksi tulee nyt
iy () = Hyy ().
43. Aikatason konvoluutio vastaa taajuustasossa muunnosten kertolaskua
y[n] = hln] * z[n] « Y () = H(¥) X (e¥)

Tiedetééin LTI-jérjestelmisté S, etté silld on impulssifunktio

hjn] = ;-)(75[74 4238 — 1]~ 8[n — 2))

a) Impulssivasteen pituus on &érellinen (kolme). Siten jérjestelméssi ei ole takaisinkyt-
kentid, se on BIBO-stabiili ja vastaava differenssiyhtilé voidaan kirjoittaa impulssi-
vasteen kertoimien avulla

yln] = é (—x[n] +22[n — 1] — z[n — 2])

Jérjestelmin lohkokaavio on kuvassa 38.

x[n]

Kuva 38: Lohkokaavio

Taajuusvaste saadaan joko muunnostauluista tai suoraan m:

B

H() = 3" hlnle™
n=—oo
Nyt siis H(e/) = (=1/3) + (2/3)e™ + (=1/3)e =72
Tiéstd saadaan siis kertoimiksi by = —1/3, by = 2/3, by = —1/3 ja jakajaan pelkki
vakio 1 eli ag =1jaa, =0, k#0.
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¢) Tulos saadaan joko kiyttdmélld muunnoskaavoja hln] < H(e/*), 6[n] < 1, d[n —
ng] <> €™ tai laskemalla Fourier-muunnosta:

o

2
H(e?) = Z h[n]e’“”:Zh[n]e’]”"

n=—co n=0
1 o _ —~2jw o (L gw —jw
5(71+26 —e ) =e 75(6 —24e7%)
i 2(1 — cos(w))

3

Tallsin
[H(e™)|
arg{H(e’“)}

Matlabissa:

wman = [0: pi/256 : pil;

b0 = -1/3; bl = 2/3; b2 = -1/3;

HFman = b0 + bl*exp(-j*wman) + b2*exp(-j*2+wman) ;

plot(wman, abs(HFman)); % amplitudivaste, lin. asteikko
plot(wman, 20%log10(abs(HFman))); % amplitudivaste, log. asteikko
plot(wman, angle(HFman)); % vaihevaste

s

Kuva 39: Ylipddstosuotimen amplitudivaste ja vaihevaste

Amplitudivaste |H(e’*)| (Kuva 39) saa arvon nolla taajuudella w = 0 ja maksimiar-
von 1 taajuudella w = 7 kasvaen monotonisesti. Kyseessi on siis ylipddstosuodin,
joka siis vahvistaa signaalin muutoksia ja vaimentaa vakiosignaalia.

Kyseinen systeemi on kausaalinen ja stabiili, koska se on tyypiltééin FIR (dérellisen
pitkd impulssivaste): rajoitettu syéte tuottaa aina rajoitetun vasteen. (Toinen tyyppi
oli siis IR, dédrettémén pitkid impulssivaste, joka voi olla epiistabiili, jos takaisinkyt-
kenté vahvistaa litkaa.)
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44. Olkoon annettuna taajuusvaste H(e) = 0.5 - (1 4 e9%). Taajuusvaste voidaan hajottaa
amplitudi- ja vaihevasteeseen H(e?%) = |H (/)| 7 aroli(€™)}
Taajuusvasteen “hahmottelussa” kannattaa tehdé taulukko, johon laskee H(e7*): n arvoja
joillakin “térkeilld” taajuusarvoilla, kuten w = {0, ..., 7/2, 7}.

a) Saadaan h[n] = 0.56[n]+0.58[n—1] eli differenssiyhtélona y[n] = 0.5z[n]+0.5z[n—1].
Kyseessi siis FIR-tyyppinen suodin, eli ei takaisinkytkentojd, katso kuva 40.

LI )

05

Kuva 40: y[n] = 0.5z[n] 4+ 0.52z[n — 1]

b) Kun syétteend on yksikkdaskel u[n], ulostulona on askelvaste s[n], joka téissi tapauk-
sessa on
n 0, n<0
sln] = Z h[m] =405, n=0
m=—c0 Ln>1

¢) Lasketaan H(e’*):mn kompleksisia arvoja, kun w = 0,7/4,7/2,37/4, 7. Interpoloi-
daan arvioiden lausekkeen 1+ e/ kiyttdytymistd ja saadaan kuvaaja 41.
Matlabilla sama:
w=1[0:pi/256 : pil; w2 =[
H = 0.5+ 0.5xexp(-j*w), H2 = 0.5 + 0.5%exp(-j*w2); % taajuusvaste
plot(real(H) ,imag(H)); % piirretdsn kompleksitasoon
hold on; plot(real(H2).imae(H2).’0’): ‘% lisdt&&n viisi palloa

=05 sase

0 : pi/4 : pil;
5

W=7

Kuva 41: H(e?*) kompleksitasossa. Taajuus kiyrin parametrina (ei x- eikéi y-akselil). Ori-
govektori osoittaa tilannetta w = 7/2, jolloin H(e™) = 1 — j eli |H(¢™)] = 1/v/2 ja arg
{H(e™)} = —m/4.
Taajuusvasteen amplitudi halutulla taajuudella saadaan nyt origovektorin pituutena
origosta taajuuden osoittamaan paikkaan kéyrilli. Taajuusvasteen vaihe halutulla
taajuudellaa saadaan origovektorin ja x-akselin kulmana.
d) Lasketaan amplitudivastetta |H (e*)|. Kompleksiluvun itseisarvo (Kuva 42) saadaan
esimerkiksi:

[H(e)] = 0.5 |1+ e =](0.5+ 0.5cos(w)) + j (—0.5sin(w))

\/(0.25 +0.5 cos(w) + 0.25 cos?(w)) + 0.25 sin(w) = /0.5 + 0.5 cos(w)
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VH (@) H(e39) = /H (™) H (e %)
V025 (1 +e7i%) (1 + e%) = 1/0.25 - (1 + ei® + e=3« + 1)
0.5+ 0.5 cos(w)

2 )

Kuva 42: Amplitudivaste |H (e/¥)|

Matlabilla amplitudivasteen piirto:
plot (w,abs(H));

e) Lasketaan vaihevaste arg{ H(¢/*)} (Kuva 43) joko eksponenttifunktiosta tai kilytté-
milld taulukkoa (trigonometriset kulmat). Kulmaa laskettaessa vakiokerroin 0.5 ei
vaikuta mitdén.

arg{H(¢’*)} = arg{l+e 7}
arg{(e’“‘w“’)(el"g‘“ +8—0.5]w)}
arg{((,—n.sjw)} +arg{(60'5’“’ +(,—n.5]w)}
arg{(e"*¥*)} +0 = —0.5w
tai vastaava vaihtoehtoisesti
arg{H(e™)} = arg{l+e’*} =arg{(1 + cos(w)) + j (—sin(w))}

—sin(2%) —2sin($) cos(§
arctan| ———— =~ | = arctan| —————
1+ cos(2%) 1+ 2cos?(y) —

Matlabilla vaihevasteen piirto:
plot(w,angle(H));

f) Desibeliasteikko, vertaa kuvia 42 ja 43, joista jilkimmaisessé 20 log,, |H (e7*)|. Huo-
maa, ettd 20 logy, 1 = 0 dB. Siten esimerkiksi tehon tuplaus 10 log,, 2 = 3.01 dB
vastaa kolmen desibelin muutosta.

Matlabilla amplitudivasteen piirto:
plot(w,20%1logl0(abs(H)));

g) Ryhmiviive 7(w) = — 4L arg{ H(e/*)}.

(@)
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= 0s

Kuva 43: Vaihevaste arg{H (¢

IHF (dB)

Kuva 44: Tehollinen desibelikuvaaja 20 log,, | H (¢7*)|

h) 9. asteen suodin (10 kerrointa) on jyrkempi ja hitaampi.
*1) Matlabissa siirtofunktio esitetéiéin sen kertoimien avulla:

1+ 2e” %%

Jw) — N
) = T 30 — 020

num = [1 0 2];

den = [1 0.3 -0.2];
freqz(num,den) ;

45. Kausaalinen ja stabiili LTI-systeemi on mééritty seuraavan differenssiyhtilon avulla, joka
havaitaan ITR-tyyppiseksi (takaisinkytkenti):

ol = alal = Syl — 1)

a) Lohkokaavio, josta kiy ilmi takaisinkytkenti eli rekursiivinen laskenta!

x[n] yln]
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b) Kiytetddn hyviiksi muunnosominaisuutta [n — ng) < e /“"0X (e/¥):
Y(e™) = X(e™)— 3 ey ()
1
Y () + 56””)/((37”) = X(e¥)

V(E)(1+ 5e) = X(e)
Y(e) 1

IV = L=
) X(ei) 14 3e v

¢) Hahmottele kuten ykkostehtiiviissii; saadaan ylipddstosuodin.
[H(e™)]| H{(e?*)H (™)

1 1
T+05e7 1+ 0.5+

1
14 0.5e/% + 0.5e=9« 4 0.25

1
1.25 + cos(w)

Kuva 45: [H (e*)|

d) Esim. taulukosta 5.2.: a"u[n| < la] <1,

o ar]w’v

= h[n] = (—0.5)"u[n]

46. Tehtévipaperissa piirretyn suotimen rajataajuus on 0.5 7.

a) Katso vasemmanpuoleisinta kuvaa.

b) Lineaarivaiheiselle suotimelle kertoimet ovat symmetrisii siten, ettéi “keskimmiinen”
viive voidaan ottaa yhteiseksi tekijiksi ja rakentaa jéljelle jadneistd kosini- ja sini-
komponentteja.

H(e™) = ag+ aie™ +axe™ + .+ a7 + qpe™ ™
eI (gt 4 ay et 4aye T e ageI0?)
g% . (2a9 cos(9/2w) + 2a1 cos(7/2w) + ...)

R
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¢) Kuten tehtiviissi 44b ja 44h. Jyrkempi suodin tarkoittaa hitaampaa suodinta ja
péinvastoin.

*d) Suorakaidepulssin kiénteismuunnos on sinc-funktio ja péinvastoin. Mitd monimut-
kaisempi/jyrkempi suodin toteutetaan (realisoidaan), sitd enemmén siind tarvitaan
laskentaa ja suodin hidastaa enemmén. Suotimen suunnitteluun (FIR ja ITR) tutus-
tutaan T-61.246-kurssilla.

47. Moduli |H (jw)| on kompleksiluvun “pituus” eli H(jw) = |H(jw)|e?*#H0%), Kirjoitetaan
siirtofunktio polaarimuodossa r e/ ®:

1—jw
H(jw) = 2

1+ jw
\/1+»7
mem

eI

e
_ i
missi o = arctan(w).

Koska eksponenttifunktion moduli on aina yksi, |H(jw)| = 1 = A, niin kyseessid on ns.
all-pass-suodin, jonka vahvistus kaikille taajuuksille on vakio.

Ryhmiviive 7(w) = — & (—2arctan(w)) = £ (2arctan(w)) = 2. Erityisesti ryhmiiviive
on aina positiivinen. Mitd on tédmén yhteys jérjestelmén kausaalisuuteen?

48. *Tutkitaan mekaanista systeemid, jonka liikeyhtils on muotoa
Bo(t) + K/v(t)dt = f(t).
Vastaavantyyppisestd tilanteesta kerrotaan kirjan sivuilla 473-475, sovelluskohteena auton
jousitus tielld.

a) Jousta kokoon puristava voima f,(t) = K [ v(t)dt. Nopeus v(t) voidaan nyt kirjoittaa
Jfsn funktiona

t (t).
o) = 0
Differentiaaliyhtélo saa témén avulla muodon
s(t s(t
BOR0+ 10 =10,
Systeemi antaa sydtteelle, joka on muotoa f(t) = e’“! vasteen fi(t) = H(jw)e’™!, eli
siis

H(]w)]wr’”’ + H(jw)e! = et
Ratkaistaan ylldoleva taa_]uusvastccn H(jw) suhteen

1 1-2Z ]w

H(jw) = —5— =
() 1+ 85w 1+ w2
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Tutkitaan seuraavaksi taajuusvasteen magnitudia 49. Alkuperiisen signaalin korkein taajuus (ainoa) on 100 Hertzid. Siten matalin néytteenot-
totaajuus saa olla 200 Hertzid eli ndytteenottoviling 0.005 sekuntia tai vihemmaén, jotta

. 1 B2w? 1 laskostumista ei tapahdu.
|H (jw) = B2 2 1+ K2 = B2 27 o " .
1+ Hw 1+ Hw Viimeisessi kohdassa tapahtuu siis laskostumista. Kun T, = 2/300 ~ 0.00666, f, = 150

Hz, eli kun niytteenottotaajuus on pienempi kuin kaksi kertaa korkein (ainoa) taajuus,
Funktio on selvistikin muotoa H(jw) ~ 14%_4’ eli siis selvistikin alipddstosuodin niin
(kokeile taajuuksia w = {0, 10, 100}).
= cos(2m 1001 (2/300))
(27 (200/300) n — 27 n)
o(t) = ifd(z) = cos(2m (—100/300) n)
B = cos(2m50n (2/300))

Vaimenninta kokoon puristava voima f4(t) = Bu(t). Nopeus saadaan témén avulla

= cos
muotoon

ja differentiaaliyhtdlo i
fat) + IL Fut)dt = 1(t) Niéhdéén siis, ettd samat diskreetit ndytepisteet toteutuvat myos 50 Hertzin jatkuvalla
* B A= kosinikomponentilla. Signaaliin on siis tullut taajuus, jota siind alunperin ei ole ollut.
Ratkaistaan yhtilo a-kohdan tapaan sijoittamalla fy(t) = H (jw)e’* yhtilson, jolloin
saadaan

H(jw)e™" + %j%H(j“))CNL = et

Néin saadaankin taajuusvaste

. 1
H(jw) = TrEL
B

I

Tutkimalla jilleen taajuusvasteen magnitudia

1+ K2 1
Bw? 1+ g

L jonka kuvaaja on ylipasstotyyppis. . . - - .
e Kuva 46: Uusi 50 Hz:n taajuus, kun T = 0.00666 s. Myos esimerkiksi 200 Hz:n komponentti

toteuttaa diskreetit pisteet.

0 0.005 0.01 0.015 0.02

havaitaan, ettd funktio on muotoa H (jw) =~

Sama vield taajuustasossa: Alunperin jatkuva 100 Hz:m kosinikomponentti, jota néytteis-
tetéidn lilan pienelld ndytteenottotaajuudella 150 Hz. Niytteet sopivat kaikkiin jatkuva-
aikaisiin kosinikomponentteihin 50 + 150k Hz ja —50 + 150k Hz. Diskreettié signaalia
palautettaessa nihdidn vain taajuudet nollasta puoleen niytteenottotaajuuteen.

. Impulssijuna
o

> ot —kTy)

k=—o00

Koska p(t) on jaksollinen funktio ajan t suhteen jaksolla T}, se voidaan esittiid Fourier-
sarjana. Ty esittié téssd niytteenottovilid (s = sampling).

p(t): z ake](hm/ﬂ)

k=—o00
jossa

/2 (2mkt/T.) 1 ekt 1
ar = — O(t)e TRt = — eI |y = —
7[00 > o= 2
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X(jw) . Kaavan (4.22) mukaan jaksollisen signaalin Fourier-sarjaesityksen

o
z(t) = Z ay, e?Feot

k=—00

jossa ay, ovat Fourier-kertoimet ja wy peruskulmataajuus, Fourier-muunnos voidaan esittéé
muodossa

150 Hz. X(jw) =
X0 = X( ) * P )

| | Niin ollen edellisen tehtéviin impulssijuna, jossa kaikki kertoimet a, = 1/7} ja peruskul-
mataajuutena ws, voidaan esittid

50 100 200 Hz
kaikille k:n arvoille tulee §()m integroimisen mééritelmésti.
(Taulukkokirjasta: [ a(t)dt =1, [6(t)x(t) dt = x(t)|i=,-) Niiytteistys aika- ja taajuustasossa voidaan siis johtaa

Taten oy = % ol ol = alt) plt) = - [X(Ge) # P)] = 5 [PGe) = X(iw)] = X ()

T

p(t) = i 5t — kT,) = Ti zoo: eI TRt/ Ts) o S Varsinainen lasku, muistetaan [ 6(t)x(t)dt = (t)]—o,
¥ k=—o0 5k 3

k=—c0

w201 2T PG e xG)] = o= [T PG0X G - 0)as

/j“ ZT_T D7 60— k) X (j(w — 6))d6

k=—00

3 /fo 5060 — ko) X (jw — 0))d8

3

k=—oc

7 2 X((w = kwy)

® k=—c0

Eli diskreetin signaalin spektri on analogisen signaalin spektri kopioituna néytteenotto-
taajuuden vilein ja summattuna yhteen.

. Huomaa ensin, ettd jatkuvan ajan X (jw):mn spektri on symmetrinen y-akselin suhteen. Kun
signaalia niytteistetdén, sen diskreetin ajan signaalin spektri muuttuu 27-jaksolliseksi,

o B » toisin sanoen, spektrit kopioituvat niytteenottotaajuuden vélein. Korkeimmaksi havait-
W W 10 ° o tavaksi taajuudeksi jid puolet néytteenottotaajuudesta.
o

Edellisten tehtévien mukaisesti:

x(t)p(t) x[n]={29,32,10,22,41,33,28,30}
. 1., . 1 .
zfn] = zy(nTs) = x(t)p(t) Xp(jw) = 5-X ()P (jw) = 7 3 X(jw — kw))
s
k=—o0c

Aikatason kertolasku vastaa taajuustason konvoluutiota. Konvoluutio merkitsee kéytin-
nossi X (jw)m kopioimista (Pm) fgn vilein, mistd johtuu diskreetin signaalin spektrin
jaksollisuus fym eli toisaalta 27:n vilein.




T-61.140 SKJ (Esimerkkitehtévid 2004) Sivu 65 / 74

Mol |

Kuva 47: f, =0.25 f

X )l

Kuva 48: fi, = 0.5 f,

a) Kuva 47. Korkein taajuus vain neljisosa niytteenottotaajuudesta. Ei tapahdu las-
kostumista.

b) Kuva 48. Rajatapaus Nyqvistin taajuudella (puoli niytteenottotaajuutta).

¢) Kuva 49. Selvii laskostumista. Konvoluutiolaskusta nihdéén, ettéd X, (jw) = X (&%)
on summa kaikista laskostuneista taajuuksista. Spektrid kuvaa siis alla olevassa
kuvassa paksu yhteindinen viiva.

o

X, (jw) 3 X(i(w — kwy))

o |
2 f,

Kuva 49: f, = 0.75 f,
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53. Tutkitaan siis jatkuva-aikaista signaalia

z(t) = cos(2m fit) + cos(2m fot) + cos(2r f5t)

taajuuksilla f; = 100 Hz, fo = 300 Hz ja f3 = 750 Hz. Muista myos w = 27 f, jos tarvi-
taan kulmataajuutta.

Koska kosinifunktio on jaksollinen, tiedetééin, ettd z(t) on jaksollinen ja sille voidaan etsii
Fourier-sarjaesitys. Lasketaan tai havaitaan suoraan, etti z(¢):m perustaajuus fo = 50 Hz.
Niiin saadaan tyd f1 = 2fo, fo = 6fo ja f3 = 15fp, ja edelleen kiyttamalla Fourier-
sarjan médritelmid

oo
a(t) = Z ake)lc(wrfn)t
k=00

ja eksponenttifunktiota

x(t) = cos(2m2fot) + cos(2m6 fot) + cos(2m15 fot)
_ %((ejzwzﬂ,t+e—]2«2ﬂ,t) n (Eﬂﬂﬁfut +E*121rﬁfut) + (E]‘Zﬂlﬁfut +6—]2ﬂ15fu:))
saadaan Fourier-sarjan kertoimet
1

G-15 =0 =02 =02 =0 = A15 =

2

Jokainen z(t):n sinusoidi tuottaa piikin Fourier-spektriin. HUOM! Tissé tehtévissi kisi-
telldéin yksinkertaistaen vain “puhtaita” kosineja, joiden kulma on nolla, ts. Fourier-kerroin
on reaalinen. Fourier-kertoimet (muunnos) ovat yleensi kompleksisia eli signaalikompo-
nentit ovat eri vaiheissa toistensa suhteen. Eri vaiheiset komponentit, vaikkapa cos(2r ft)
ja cos(2m ft — ), voivat kumota toisensa. Kuvassa 50 Fourier-kertoimien amplitudin suu-
ruus (vaihe siis téssé tehtéviissd nolla).

a

k

Kuva 50: Fourier-sarjan esitys signaalille (). Fourier-kertoimen indeksi kertoo perustaajuuden
monikerran.

Fourier-sarjan esitys vastaa X (jw)m spektrid, kun x-akselille asetetaan taajuudet f; =
100 Hz, f» = 300 Hz ja f3 = 750 Hz.

Signaali néytteistetdéin taajuudella f; = 1/T eli alkuperiisestii signaalista otetaan fs
kappaletta néytteitd joka sekunti.

z(nT) = T(%) = (005(277‘;—,:71) + COS(Zﬂ‘;—,jﬂ,) + 005(277‘;—217,))

Niytteenottoprosessi voidaan siis tulkita jatkuva-aikaisen signaalin x(t) kertomisena im-
pulssijunan p(t) kanssa. Taajuustason esitys on muunnosten konvoluutio, jolloin

X, (jw) :TL 3 X(iw — kw))

¢ k=—c0
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Niytteistys voidaan nihdi siis jatkuva-aikaspektrin X:n kopiointina niytteenottotaajuu-
den villein. Koska |X| on symmetrinen, se voidaan nidhdi myds taajuuksien kidntéimiselld
(jokaisen) Nyquist-taajuuden (niytteenottotaajuuden puolikas) yli.

Kun signaaleja rekonstruoidaan, toisin sanoen diskreetisté lukujonosta kehitetéén jatkuva-
aikainen signaali, voidaan huomata vain taajuuksia, jotka ovat alle Nyquistin taajuuden.
Ylimenevit taajuudet aiheuttavat laskostumista pienemmille taajuuksille.

Tehtévin esimerkit.

Tehtéiviissi X (jw) on niytteistetty kolmella eri taajuudella f,: 1600 Hz, 800 Hz ja 400
Hz, Nyquist-taajuus on puolet néytteenottotaajuudesta fs/2 eli vastaavasti 800 Hz, 400
Hz ja 200 Hz. Olkoon f, korkein taajuus sy6tesignaaleissa.

i) f, =1600Hz, f,/2 =800 Hz > f,. Ei laskostumista. Kaikki kolme taajuutta voidaan
palauttaa. Kuva 51.

0.02
Xa(w)l

‘ w Ef. Hz)

S2

1060 wf?. Hz)

Kuva 51: f; = 1600 Hz. Ylikuvassa summakosini néytteistettyné ja palautettuna: ei laskostu-
mista. Alakuvassa taajuuskaistalle —800..800 Hz ei ole laskostunut taajuuksia.

ii) f, = 800 Hz, f,/2 = 400 Hz < f;,. Havaitaan enii taajuuksia 400 Hertziin asti
eli alkuperiinen taajuus 750 Hz on kadonnut. Se on laskostunut taajuudelle 50 Hz.
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Katso kuvaa 52.
100 300 750
u)b(QTr%n) + LUE(ZW%TL) + LOb(Zﬂ'%n)
1 —F
COS(?W%H) + COS(Zﬂ%'ﬂ) + ros(ZﬂWSSn)
100 300 50
cos(?rrmn) + COS(?W@NJ + COS(Z?I'%TL)

X (W)}

AL L e

Kuva 52: f; = 800 Hz. Ylidkuvassa summakosini néytteistettyni ja palautettuna: niytteenot-
totaajuus ei ole riittényt informaation siilyttdmiseen sellaisenaan. Alakuvassa 750 Hzm kom-
ponentti on laskostunut 50 Hz:ksi mielenkiintoisella kaistalla —400..400 Hz.

ili) fs =400 Hz, f;/2 =200 Hz < f;,. Taajuudella 100 Hz vierastumista. Taajuudet 300
ja 750 Hz eiviit ole enéid havaittavissa. Katso kuvaa 53.
100 300 750
z[n] cos(27rmn) + cos(?rrmn) + COS(?W@NJ
100 —100 —50
LOS(Q‘!FmH) + cos(2m 100 n) + co:(27rmn)
1 5
2 cos(Zw%n) + cos(Zw%n)

Néytteenottoteoreeman mukaan signaali voidaan palauttaa alkuperéisend vain jos sen kor-
kein taajuus on enintédéin puolet niytteenottotaajuudesta.

Signaalien laskostumista tietyille taajuuksille voidaan kiyttdd hyviksi. Monen néytteen-
ottotaajuuden jirjestelmissi (multirate systems) muun muassa kapeakaistaisten suoti-
mien laskennan kompleksisuutta voidaan vihentdd huomattavasti.
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w(‘Y. Hz)

1000 w (f, Hz)

L

Kuva 53: f; = 400 Hz. Ylikuvassa summakosini néytteistettyni ja palautettuna: signaali on
muuttunut entistd enemmén néytteenotossa.

54. Signaalin rekonstruointi néiytteistia

a) Reaaliselle signaalille X (jw) on symmetrinen. Esimerkiksi kuva 54.

Kuva 54: Mielivaltainen X (jw)

b) Diskreetti Fourier-muunnos on 27-jaksollinen. Esimerkiksi kuva 55.

¢) Alip osuodatuksella voidaan palauttaa alkuperiinen signaali. Esimerkiksi kuva 56.
) Kun

1 Jw| < we

H(jw):{"

0, muulloin

niin laskemalla tai taulukosta saadaan

h(t) = sm(u;ct) = Lﬁsinc(wct/w)
™ ™
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AN

Kuva 55: Jaksollinen X),(jw)

Kuva 56: Palautettu X, (jw)

Téllsin kukunkin diskreettiin mittauspisteeseen voidaan ajatella sinc-kéyri ja nididen
summasta tulee rekonstruoitu signaali. Katso kuva 7.10(c) kirjasta.
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Kaavakokoelma

Merkintd z(¢) viittaa jatkuva-aikaiseen signaaliin ja x[n] diskrecttiaikaiseen sekvenssiin. Ylei-
sesti signaaleille ja jirjestelmille y on vaste (output), h on jérjestelméin impulssivaste ja x syote
(input). 6(¢) ja d[n] ovat yksikkdimpulssifunktioita. u(t) ja u[n] ovat yksikkdaskelfunktioita. s(t)
ja s[n] ovat askelvastefunktioita. Nousuaika mééritelldéin ajaksi, joka kuluu askelvasteen nouse-
misessa 10%:sta 90%:iin maksimiarvostaan.

Merkinnéissé on pienté vaihtelua. Fourier-sarjoissa wy (rad), Qo (rad/s) on peruskulmataajuus,
fo (Hz) perustaajuus, 7' (s) ja N (1) jatkonpituuksia. Diskreetilld signaalilla on néiytteenotto-
taajuus fs tai fr (Hz). Jatkuvalle Q = 27 f, f = 1/T, tai kirjoitetaan myds w, yksikkéné joka
tapauksessa rad/s. Diskreetille (N, n, k € Z) w = 27Q/Q, = 2nf/f,.
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FOURIER-SARJA

Kompleksiluvut, Euler, geometrinen sarja, sinc, perusfunktiot:

2 = x+jy=re’
cos(f) + j sin(6)

400 1
Za" 1-a u(t) >0 :/ o(7)dr

n=0 ,1<0

N-1 =
S ol N
=0 ’ nF0

Even{z(t)} 0.5 - [z(t) + z(—1)]
Odd{z(t)}

,n>0
, n<0
t

u(t) * h(t) = / h(T)dr
sinc(6) sin(76)/(w0) T
uln] = hln] = Z h[k]

k=—00

Likiarvoja ja laskusdénto Dirac-deltafunktiolle:

0| 0 /8 /6 /4 /3 /2
sin(f) | 0.000 [ 0.3827 | 0.5000 | 0.7071 | 0.8660 | 1.0000
cos(f) | 1 ]0.9239 | 0.8660 | 0.7071 | 0.5000 0

/x St — to) (t) dt = a(ty)

Konvoluutio:
oo

() % hlt) = h(t) % a(t) = / r)a(t - 7)dr

T=—00

x[n] * h[n] = h[n] * z[n] = f hik]z[n — k]

k=00

Jatkuva-aikaisen jaksollisen signaalin Fourier-sarja:

+oo
' . 1 ik
x(t) = Z ay, et jossa ay = ?/ (1) eIkt gt

k=—00

Jatkuva-aikaisen Fourier-sarjan ominaisuuksia:
Tiéssi 2(t) ja y(t) ovat jaksollisia jaksolla T', sekél ay ja by, vastaavat Fourier-sarjan kertoimet.
lineaarisuus Az(t) + By(t) < Aay, + Bby

aikasiirto z(t — to) « ape~t

taajuussiirto (’]Mn”.t(t) > Ap—p

ap = a’,
reaalinen signaali z(t) < ¢ |ax| = |a_|
Lap = —La_y,

reaalinen ja parillinen z(t) < a; reaalinen ja parillinen; reaalinen ja pariton z(t) < a;
puhtaasti imaginaarinen ja pariton

reaalinen Even{z(t)} < Real{a;} ja reaalinen Odd{z(t)} < jImag{as}

Parsevalin relaatio jaksolliselle signaalille (1/T) [, [¢(t)[*dt = 372  |ax|?

Diskreettiaikaisen jaksollisen sekvenssin Fourier-sarja:
. 1 .
z[n] = k;W ay, eFeomn Jossa ar = ;Wz[n] e Ikewon

Diskreettiaikaisen Fourier-sarjan ominaisuuksia:
Téssé z[n] ja y[n] ovat jaksollisia jaksolla N, sekél ay ja by, vastaavat Fourier-sarjan kertoimet
jaksollisia jaksolla N.

lincaarisuus Az[n] + By[n] < Aay, + Bby

aikasiirto z[n — ng) « ape=IF@7/Nno

taajuussiirto e/MCTNngn] s a5y
ap = a’,
reaalinen sekvenssi z[n] < ¢ |ax| = |a_y|
Lay = —La_y,
reaalinen ja parillinen z[n] < a; reaalinen ja parillinen; reaalinen ja pariton z[n] < a;
puhtaasti imaginaarinen ja pariton
reaalinen Even{z[n]} < Real{a;} ja reaalinen Odd{z[n]} < jImag{a;}

Parsevalin relaatio jaksolliselle sekvenssille (1/N) 32, _ iy, |2[n][* = Xy lax?
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JATK.AIK. FOURIER-MUUNNOS (CTFT)
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Jatkuva-aikaisen ei-jaksollisen signaalin Fourier-muunnos

FUX ()} = a(t) = % /_:CX(jw) oty

Pla(t)} = X(jw) = / () e

Jatkuva-aikaisen Fourier-muunnoksen ominaisuuksia:
Tassi 2(t) « X (jw) ja y(t) < Y (jw).

lineaarisuus ax(t) + by(t) < aX(jw) + bY (jw)

aikasiirto z(t — tg) < e 7" X (jw)

taajuussiirto e0'z(t) < X (j(w — wo))

konvoluuto z(t) * y(t) < X (jw) - Y (jw)

Kertolasku (t) - y(t) < (1/(2m)) [ XGO)Y (j(w — 0))db

derivointi ajassa (d/dt) z(t) < jwX (jw)

reaalinen signaali z(t) — X (jw) = X*(—jw)

Parsevalin relaatio jaksottomalle signaalille [ |z(t)[2dt = (1/(27)) [72° | X (jw)|?dw

Jatkuva-aikaisen Fourier-muunnoksen muunnospareja:
Téssé signaali <+ F-muunnos.

o

+oo
Z age’t ot 2 Z ay, 0(w — kwy)

Jr— [—
cos(wot) 7 [0(w — wo) + (w + wo)]
sin(unt) 713 60— wn) — 8w + )]

a(t)
5(t —to) e dwto
)

et

1

1/(a+ jw)

1, [t < T .
z(t) = {0 :t} N Ti 2sin(wTy) /w
sin(We) W . L el <w

. sine(Wt/m) X(jw) = {0. Wl > W

DISKR.AIK. FOURIER-MUUNNOS (DTFT)

Diskreettiaikaisen ei-jaksollisen signaalin Fourier-muunnos
FHX (™)} =2n] = L/ X () e"dw
27 Jor
+oo

Ffafnl} = X(e) = Z x[n] eIen

n=—o0
Diskreettiaikaisen Fourier-muunnoksen ominaisuuksia:
Tissi z[n] < X (/) ja y[n] < Y(e'), ja X (e7*) ja Y (e/*) ovat 27-jaksollisia.

lineaarisuus az[n] + by[n] < aX (/) + bY (/)

aikasiirto z[n — ng| <> e M0 X (el¥)

taajuussiirto e7“0"z[n] « X (e/@-w0))

konvoluuto z[n] * y[n] — X (/) - Y (/)

kertolasku z[n] - y[n] < (1/(27)) [, X ()Y (e7©=)df

differenssi ajassa x[n] — z[n — 1] < (1 — €)X (%)

reaalinen sekvenssi z[n] < X (e%) = X*(e77¥)

Parsevalin relaatio jaksottomalle sekvenssille S _ [z[n][? = (1/(27)) [, [X () [?dw

Diskreettiaikaisen Fourier-muunnoksen muunnospareja:
Téssd signaali < F-muunnos.

o

Z ageF@m/Nn 2r Z ap 6(w — (2 /N)k)

k=(N) k=—oc0

+oo
cos(won) T Z <d(w —wy —2wl) + 6(w + wp — 27rl))

l=—occ
+00

sin(won) (/7) Z (6(w —wo — 27l) — (w4 wp — 27rl))

1=
8[n] 1
6[n — ng| eI
a"uln] 1/(1—ae™)
1, |n| <N, sin(w(N; 4 0.5))
z[n] = —
0, |n| >Ny sin(0.5w)

™m

si n /7 < /
sin(Wn) _w sinc(Wn/x) X(e¥) = 1, 0<|w| <W
™ 0, W< |w<nm




